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Glatte Kurven und deren Tangenten



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2,



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind,



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0.



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp.



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β],



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve.



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

�
cos(t)
sin(t)

�
,



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

�
cos(t)
sin(t)

�
, t ∈ [0, 2π],



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

�
cos(t)
sin(t)

�
, t ∈ [0, 2π], ist die

Abbildung deren Bild der Kreis mit der Gleichung x2 + y2 = 1 ist.



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

�
cos(t)
sin(t)

�
, t ∈ [0, 2π], ist die

Abbildung deren Bild der Kreis mit der Gleichung x2 + y2 = 1 ist.

Bsp.



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

�
cos(t)
sin(t)

�
, t ∈ [0, 2π], ist die

Abbildung deren Bild der Kreis mit der Gleichung x2 + y2 = 1 ist.

Bsp. Ellipse ist eine Kurve.



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

�
cos(t)
sin(t)

�
, t ∈ [0, 2π], ist die

Abbildung deren Bild der Kreis mit der Gleichung x2 + y2 = 1 ist.

Bsp. Ellipse ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

�
cos(t)
sin(t)

�
, t ∈ [0, 2π], ist die

Abbildung deren Bild der Kreis mit der Gleichung x2 + y2 = 1 ist.

Bsp. Ellipse ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

0� cos(t)√
λ



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

�
cos(t)
sin(t)

�
, t ∈ [0, 2π], ist die

Abbildung deren Bild der Kreis mit der Gleichung x2 + y2 = 1 ist.

Bsp. Ellipse ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

0� cos(t)√
λ



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

�
cos(t)
sin(t)

�
, t ∈ [0, 2π], ist die

Abbildung deren Bild der Kreis mit der Gleichung x2 + y2 = 1 ist.

Bsp. Ellipse ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

0� cos(t)√
λ

sin(t)√
µ

1A,



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

�
cos(t)
sin(t)

�
, t ∈ [0, 2π], ist die

Abbildung deren Bild der Kreis mit der Gleichung x2 + y2 = 1 ist.

Bsp. Ellipse ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

0� cos(t)√
λ

sin(t)√
µ

1A,



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

�
cos(t)
sin(t)

�
, t ∈ [0, 2π], ist die

Abbildung deren Bild der Kreis mit der Gleichung x2 + y2 = 1 ist.

Bsp. Ellipse ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

0� cos(t)√
λ

sin(t)√
µ

1A,



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

�
cos(t)
sin(t)

�
, t ∈ [0, 2π], ist die

Abbildung deren Bild der Kreis mit der Gleichung x2 + y2 = 1 ist.

Bsp. Ellipse ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

0� cos(t)√
λ

sin(t)√
µ

1A, t ∈ [0, 2π], ist die

Abbildung,



Glatte Kurven und deren Tangenten

Def 36 (Glatte ebene) Kurve ist das Bild einer Abbildung
C : [α, β] → R

2, d.h., C (t) =
�

C1(t)
C2(t)

�
wobei C1,C2 stetig differenzierbar

sind, und (C ′
1)

2 + (C ′
2)

2 > 0. Physikalisch kann man einer Kurve als die
Bahn eines Teilchens verstehen.
Bsp. Strecke

�
C1(t)
C2(t)

�
=

�
x0 + u · t

y0 + v · t

�
, t ∈ [α, β], ist eine Kurve.

Bsp. Kreis ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

�
cos(t)
sin(t)

�
, t ∈ [0, 2π], ist die

Abbildung deren Bild der Kreis mit der Gleichung x2 + y2 = 1 ist.

Bsp. Ellipse ist eine Kurve. Z.B.
�

C1(t)
C2(t)

�
=

0� cos(t)√
λ

sin(t)√
µ

1A, t ∈ [0, 2π], ist die

Abbildung, deren Bild die Ellipse mit der Gleichung λx2 + µy2 = 1 ist.



Sei C : [α, β] → R
2,



Sei C : [α, β] → R
2, ( C (t) =

�
C1(t)
C2(t)

�
) eine Kurve.



Sei C : [α, β] → R
2, ( C (t) =

�
C1(t)
C2(t)

�
) eine Kurve. Was ist deren

Tangente im Punkt P = C (t0)?



Sei C : [α, β] → R
2, ( C (t) =

�
C1(t)
C2(t)

�
) eine Kurve. Was ist deren

Tangente im Punkt P = C (t0)?
Geometrische Definition:



Sei C : [α, β] → R
2, ( C (t) =

�
C1(t)
C2(t)

�
) eine Kurve. Was ist deren

Tangente im Punkt P = C (t0)?
Geometrische Definition: Nehme die
folge von Sekanten



Sei C : [α, β] → R
2, ( C (t) =

�
C1(t)
C2(t)

�
) eine Kurve. Was ist deren

Tangente im Punkt P = C (t0)?
Geometrische Definition: Nehme die
folge von Sekanten ( =Geraden die
durch C (t0) und C (ti ) gehen,)



Sei C : [α, β] → R
2, ( C (t) =

�
C1(t)
C2(t)

�
) eine Kurve. Was ist deren

Tangente im Punkt P = C (t0)?
Geometrische Definition: Nehme die
folge von Sekanten ( =Geraden die
durch C (t0) und C (ti ) gehen,) wo-
bei ti → t0.



Sei C : [α, β] → R
2, ( C (t) =

�
C1(t)
C2(t)

�
) eine Kurve. Was ist deren

Tangente im Punkt P = C (t0)?
Geometrische Definition: Nehme die
folge von Sekanten ( =Geraden die
durch C (t0) und C (ti ) gehen,) wo-
bei ti → t0. Dann heißt deren
Grenzwert



Sei C : [α, β] → R
2, ( C (t) =

�
C1(t)
C2(t)

�
) eine Kurve. Was ist deren

Tangente im Punkt P = C (t0)?
Geometrische Definition: Nehme die
folge von Sekanten ( =Geraden die
durch C (t0) und C (ti ) gehen,) wo-
bei ti → t0. Dann heißt deren
Grenzwert die Tangente.



Sei C : [α, β] → R
2, ( C (t) =

�
C1(t)
C2(t)

�
) eine Kurve. Was ist deren

Tangente im Punkt P = C (t0)?
Geometrische Definition: Nehme die
folge von Sekanten ( =Geraden die
durch C (t0) und C (ti ) gehen,) wo-
bei ti → t0. Dann heißt deren
Grenzwert die Tangente.
(Jede Gerade ist gegeben durch die Gleichung der Form ax + by + c = 0,



Sei C : [α, β] → R
2, ( C (t) =

�
C1(t)
C2(t)

�
) eine Kurve. Was ist deren

Tangente im Punkt P = C (t0)?
Geometrische Definition: Nehme die
folge von Sekanten ( =Geraden die
durch C (t0) und C (ti ) gehen,) wo-
bei ti → t0. Dann heißt deren
Grenzwert die Tangente.
(Jede Gerade ist gegeben durch die Gleichung der Form ax + by + c = 0,
wobei (∗) a2 + b2 = 1 (Hessische Normalform).



Sei C : [α, β] → R
2, ( C (t) =

�
C1(t)
C2(t)

�
) eine Kurve. Was ist deren

Tangente im Punkt P = C (t0)?
Geometrische Definition: Nehme die
folge von Sekanten ( =Geraden die
durch C (t0) und C (ti ) gehen,) wo-
bei ti → t0. Dann heißt deren
Grenzwert die Tangente.
(Jede Gerade ist gegeben durch die Gleichung der Form ax + by + c = 0,
wobei (∗) a2 + b2 = 1 (Hessische Normalform). OBdA ist c 6= 0, also
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können wir die Gleichung so wählen, dass
(∗∗) c > 0.



Sei C : [α, β] → R
2, ( C (t) =

�
C1(t)
C2(t)

�
) eine Kurve. Was ist deren

Tangente im Punkt P = C (t0)?
Geometrische Definition: Nehme die
folge von Sekanten ( =Geraden die
durch C (t0) und C (ti ) gehen,) wo-
bei ti → t0. Dann heißt deren
Grenzwert die Tangente.
(Jede Gerade ist gegeben durch die Gleichung der Form ax + by + c = 0,
wobei (∗) a2 + b2 = 1 (Hessische Normalform). OBdA ist c 6= 0, also
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Dann wird die Gerade mit der Gleichung āx + b̄y + c̄ = 0 die Tangente. )
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In Worten: Inversion ist Winkeltreu.
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