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Аннотация

В настоящей работе приведена физико-математическая модель для описания эволю-

ции состояния термопороупругой среды с учетом процессов разрушения. Рассматрива-

ется двухфазная среда, состоящая из пористого скелета и подвижного флюида. Эволю-

ция состояния среды описывается системой законов сохранения массы, импульса и энер-

гии. Определяющие соотношения получены с использованием процедуры Колмана-Нолла,

обеспечивающей выполнение принципа термодинамической согласованности. Разрушение

среды описывается в рамках теории континуального разрушения, предложенной Л.М. Ка-

чановым и Ю.Н. Работновым.
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Abstract In this paper we propose a mathematical model for thermoporoelastic medium

with damage. The model considers a two-phase medium consisting of a porous skeleton and a

mobile fluid. The evolution of the medium state is described by the system of mass, momentum

and energy conservation laws. Constitutive relation are obtained by using the Coleman-Noll

procedure, which ensures the fulfillment of the thermodynamic consistency. Damage of the

medium is modeled within the framework of the continuum damage theory propsed by Kachanov

and Rabotnov.
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1 Введение

В настоящее время в связи с вводом в эксплуатацию все большего числа месторождений

с трудноизвлекаемой нефтью появилась необходимость в создании новых способов разра-

ботки и методов увеличения нефтеотдачи. Одним из таких методов является термическое

воздействие на пласт, которое обладает значительными перспективами применительно к

разработке месторождений нетрадиционной нефти. Суть данной технологии заключается

в подводе тепла в пласт путем закачки теплоносителя либо при помощи кондуктивно-

го теплообмена. В результате нагрева пласта увеличивается подвижность находящихся

в нем флюидов, а также могут реализовываться процессы химического разложения со-

держащихся в пласте углеводородов (для сланцевых месторождений и месторождений

нефтематеринских пород — генерация синтетической нефти).

В традиционных подходах к моделированию процессов, возникающих при разработке

месторождения, основное влияние уделяется движению флюидов в пласте. Однако при

применении термических методов воздействия процесс разработки сопровождается появ-

лением различных эффектов, таких как изменение свойств пластового флюида, протека-

ние химических реакций, изменение фильтрационно-емкостных свойств пласта за счет из-

менения степени подвижности заполняющего поры флюида, геомеханических процессов,

разрушения пласта. Частично данные эффекты учитываются в так называемом «ком-

позиционном» моделировании, более детально описывающем компонентный состав фаз.

Однако в таких моделях отсутствует учет геомеханических эффектов и разрушения. При

этом для понимания базовых процессов, происходящих в пласте в процессе термического

воздействия, отсутствует необходимость в использовании композиционной модели.

Оценка эффективности термического воздействия на пласт возможна только при про-

ведении комплексного моделирования основных процессов, происходящих в пласте, вклю-
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чая геомеханические эффекты, а также разрушение пласта под влиянием внешнего воз-

действия. Кроме того, вследствие неизотермичности модели, дополнительным условием,

предъявляемым к системе уравнений, является их термодинамическая согласованность.

Существует ряд моделей, позволяющих учитывать данные явления. В большинстве

таких моделей повреждаемость среды описывается в рамках теории континуального раз-

рушения [1,2]. Согласно данной теории разрушение пласта моделируется параметром по-

вреждаемости (в общем случае являющимся тензором), эволюция которого описывается

заданным кинетическим уравнением. Данный параметр входит в основные определяющие

соотношения и влияет на фильтрационно-емкостные, термодинамические и геомеханиче-

ские параметры пласта. Одновременно с этим описанные в литературе математические

модели, использующиеся для моделирования прикладных задач, зачастую не являются

термодинамически согласованными [3,4], а теоретически корректные самосогласованные

термодинамические модели [5] не являются достаточно детальными для решения приклад-

ных задач и не применяются для их решения.

Целью настоящей работы является разработка термодинамически согласованной

физико-математической модели, позволяющей описывать эволюцию термопороупругой

среды с учетом процессов разрушения и пригодной для решения содержательных за-

дач анализа разработки нефтяных месторождений. Модель рассматривается в полностью

неизотермической постановке и является обобщением пороупругой модели Био [6] с уче-

том разрушения. Модель является термодинамически согласованной за счет выполнения

второго закона термодинамики.

2 Основные законы сохранения

В настоящей модели рассматривается двухфазная насыщенная пористая среда, состо-

ящая из двух взаимодействующих и взаимопроникающих континуумов, одновременно за-

нимающих один и тот же объем: пористого деформируемого скелета и подвижного на-

сыщающего флюида. Задача рассматривается в приближении малых пространственных

перемещений и деформаций в полностью трехмерной постановке. Состояние среды описы-

вается системой законов сохранения массы (фильтрация флюида), импульса (геомеханика

пласта) и энергии (термодинамика). Законы сохранения записываются с использованием

эйлерова подхода к описанию движения.

Рассмотрим элементарный объем пространства Ω, в котором содержатся две фазы —

скелет и флюид. Будем считать, что в каждой точке пространства присутствуют обе фазы.

В момент времени 𝑡 = 𝑡0 положения материальных объемов скелета Ω𝑠(𝑡0) и флюида

Ω𝑓 (𝑡0) совпадают Ω = Ω𝑠(𝑡0) = Ω𝑓 (𝑡0). Пусть скорости движения фаз равны 𝑣𝑠 и 𝑣𝑓
соответственно (рис. 1).

Запишем основные законы сохранения для обоих континуумов в момент времени 𝑡 = 𝑡0.
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Рис. 1. Объем пространства Ω и материальные объемы Ω𝑓 и Ω𝑠.

Закон сохранения массы. Для фазы 𝛼 (𝛼 = 𝑠 для скелета и 𝛼 = 𝑓 для флюида) закон

сохранения массы имеет вид:
𝑑𝛼
𝑑𝑡

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

𝑚𝛼𝑑Ω𝛼 = 0,

где𝑚𝛼 — масса фазы 𝛼 в единице объема среды («смеси»), а 𝑑𝛼(·)/𝑑𝑡 = 𝜕(·)/𝜕𝑡+𝑣𝛼 ·grad (·)
— материальная производная вдоль траектории движения фазы 𝛼. По определению ма-

териальной производной имеем:

𝑑𝛼
𝑑𝑡

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

𝑚𝛼𝑑Ω𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

[︂
𝜕𝑚𝛼

𝜕𝑡
+ div(𝑚𝛼𝑣𝛼)

]︂
𝑑Ω𝛼 = 0.

Таким образом, при отсутствии внешних источников массы имеют место следующие

выражения ([7]):
𝜕𝑚𝑠

𝜕𝑡
+ div(𝑚𝑠𝑣𝑠) = 0, (1)

𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
+ div(𝑚𝑓𝑣𝑓 ) = 0. (2)

Введем вектор скорости фильтрации 𝑤, равный:

𝑤 =
𝑚𝑓

𝜌𝑓
(𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) ,

где 𝜌𝑓 —«истинная» плотность флюида, то есть масса флюида, отнесенная к занимаемому
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им объему. Тогда уравнение (2) принимает вид:

𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
+ div(𝑚𝑓𝑣𝑠) + div(𝜌𝑓𝑤) = 0. (3)

Закон сохранения импульса. Пусть 𝑓 — внешняя сила, 𝑏int𝛼 — плотность сил взаи-

модействия фазы 𝛼 с остальными фазами среды, 𝑡𝛼 — вектор напряжений, то есть сила,

действующая на континуум 𝛼 со стороны окружающих тел на элементе 𝑑𝜔𝛼 поверхности

𝜕Ω𝛼(𝑡). В этом случае закон сохранения импульса имеет вид ([8]):

𝑑𝛼
𝑑𝑡

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

𝑚𝛼𝑣𝛼𝑑Ω𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

(︀
𝑚𝛼𝑓 − 𝑏int𝛼

)︀
𝑑Ω𝛼 +

∫︁
𝜕Ω𝛼(𝑡)

𝑡𝛼𝑑𝜔𝛼.

В соответствии с фундаментальной теоремой Коши ([7]) и формулой Грина имеем:∫︁
𝜕Ω𝛼(𝑡)

𝑡𝛼𝑑𝜔𝛼 =

∫︁
𝜕Ω𝛼(𝑡)

𝜎𝛼𝑛𝑑𝜔 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

div(𝜎𝛼)𝑑Ω𝛼,

где 𝜎𝛼 — тензор парциальных напряжений для фазы 𝛼. Таким образом, воспользовавшись

определением материальной производной, получаем:∫︁
Ω𝛼(𝑡)

[︂
𝜕(𝑚𝛼𝑣𝛼)

𝜕𝑡
+ div(𝑚𝛼𝑣𝛼⊗𝑣𝛼)

]︂
𝑑Ω𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

(︀
𝑚𝛼𝑓 + 𝑏int𝛼

)︀
𝑑Ω𝛼 +

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

div(𝜎𝛼)𝑑Ω𝛼,

где символ «⊗» обозначает тензорное произведение.

Рассмотрим левую часть последнего уравнения. В соответствии с формулой для ди-

виргенции тензорного произведения получим:∫︁
Ω𝛼(𝑡)

[︂
𝜕(𝑚𝛼𝑣𝛼)

𝜕𝑡
+ div(𝑚𝛼𝑣𝛼⊗𝑣𝛼)

]︂
𝑑Ω𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

[︂
𝜕𝑚𝛼

𝜕𝑡
𝑣𝛼 + div(𝑚𝛼𝑣𝛼)𝑣𝛼 +𝑚𝛼

𝜕𝑣𝛼
𝜕𝑡

+𝑚𝛼𝑣𝛼 div(𝑣𝛼)

]︂
𝑑Ω𝛼.

Применяя закон сохранения массы, а также определение полной производной, получа-

ем: ∫︁
Ω𝛼(𝑡)

𝑚𝛼
𝑑𝑣𝛼
𝑑𝑡

𝑑Ω𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

[︀
𝑚𝛼𝑓 + 𝑏int𝛼 + div(𝜎𝛼)

]︀
𝑑Ω𝛼.

Приравнивая подынтегральные выражения в последней формуле, получаем закон со-

хранения импульса в виде:

div (𝜎𝑠) +𝑚𝑠

(︂
𝑓 − 𝑑𝑣𝑠

𝑑𝑡

)︂
+ 𝑏int𝑠 = 0, (4)
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div (𝜎𝑓 ) +𝑚𝑓

(︂
𝑓 − 𝑑𝑣𝑓

𝑑𝑡

)︂
+ 𝑏int𝑓 = 0, (5)

причем 𝑏int𝑓 + 𝑏int𝑠 = 0.

Обозначим 𝜎 = 𝜎𝑓 + 𝜎𝑠 — тензор полных напряжений. Тогда, после суммирования

уравнений (4) и (5), получим:

div (𝜎) +𝑚𝑓

(︂
𝑓 − 𝑑𝑣𝑓

𝑑𝑡

)︂
+𝑚𝑠

(︂
𝑓 − 𝑑𝑣𝑠

𝑑𝑡

)︂
= 0. (6)

Уравнение (6) выражает закон сохранения импульса для двухфазной системы «ске-

лет»/«флюид».

Закон сохранения энергии. Для объема пространства Ω(𝑡) = Ω𝑠(𝑡) = Ω𝑓 (𝑡) уравнение,

описывающее закон сохранения энергии, выглядит следующим образом:

𝑑𝑓
𝑑𝑡

(𝐾𝑓 + 𝑈𝑓 ) +
𝑑𝑠
𝑑𝑡

(𝐾𝑠 + 𝑈𝑠) = (𝑃𝑓 +𝑄𝑓 ) + (𝑃𝑠 +𝑄𝑠) , (7)

где

𝐾𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

1

2
𝑚𝛼𝑣

2
𝛼𝑑Ω𝛼

— кинетическая энергия фазы 𝛼,

𝑈𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

𝑚𝛼𝑒𝛼𝑑Ω𝛼

— внутренняя энергия,

𝑃𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

𝑚𝛼𝑣𝛼𝑓𝛼𝑑Ω𝛼 +

∫︁
𝜕Ω𝛼(𝑡)

𝑡𝛼𝑣𝛼𝑑𝜔𝛼

— мощность внешних сил,

𝑄𝛼 = −
∫︁

𝜕Ω𝛼(𝑡)

𝑞𝛼𝑛𝑑𝜔𝛼

— поток тепла. Здесь 𝑒𝛼 – удельная внутренняя энергия фазы с учетом повреждаемости,

𝑞𝛼 — вектор плотности потока тепла.

Рассмотрим левую часть уравнения (7):

𝑑𝛼
𝑑𝑡

(𝐾𝛼 + 𝑈𝛼) =
𝑑𝛼
𝑑𝑡

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

[︂
𝑚𝛼

(︂
𝑒𝛼 +

𝑣2𝛼
2

)︂]︂
𝑑Ω.
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С другой стороны, применяя формулу Грина к правой части уравнения (7), получаем:

𝑃𝛼 +𝑄𝛼 =

∫︁
Ω𝛼(𝑡)

[div (𝜎𝛼𝑣𝛼) + (𝑚𝛼𝑣𝛼)𝑓 − div(𝑞𝛼)] 𝑑Ω.

Таким образом, закон сохранения энергии в интегральном виде выглядит следующим

образом:

∫︁
Ω

[︂
𝑚𝑠

𝑑𝑠
𝑑𝑡

(︂
𝑒𝑠 +

𝑣2𝑠
2

)︂
+𝑚𝑓

𝑑𝑓
𝑑𝑡

(︂
𝑒𝑓 +

𝑣2𝑓
2

)︂]︂
𝑑Ω =

∫︁
Ω

[div (𝜎𝑓𝑣𝑓 + 𝜎𝑠𝑣𝑠) + (𝑚𝑠𝑣𝑠 +𝑚𝑓𝑣𝑓 )𝑓 − div(𝑞)] 𝑑Ω, (8)

где 𝑞 = 𝑞𝑓 + 𝑞𝑠.

При переходе от парциального тензора напряжений для скелета к тензору полных

напряжений уравнение (8) в дифференциальном виде примет вид:

𝜕

𝜕𝑡

[︂
𝑚𝑠

(︂
𝑒𝑠 +

𝑣2𝑠
2

)︂
+𝑚𝑓

(︂
𝑒𝑓 +

𝑣2𝑓
2

)︂]︂
+

+ div

[︂
𝑚𝑠

(︂
𝑒𝑠 +

𝑣2𝑠
2

)︂
𝑣𝑠

]︂
+ div

[︂
𝑚𝑓

(︂
𝑒𝑓 +

𝑣2𝑓
2

)︂
𝑣𝑓

]︂
=

= div [𝜎𝑓 (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) + 𝜎𝑣𝑠] + (𝑚𝑠𝑣𝑠 +𝑚𝑓𝑣𝑓 )𝑓 − div(𝑞). (9)

3 Определяющие соотношения

В предыдущих разделах были сформулированы основные законы сохранения (массы,

импульса, энергии), которые в рамках введенных предположений являются фундамен-

тальными соотношениями механики сплошной среды. Для описания особенностей поведе-

ния конкретных сред необходимо ввести определяющие соотношения, то есть ограничения

на поведение материала под влиянием внешнего воздействия.

Для построения теории определяющих соотношений Нолл [11] сформулировал ряд ак-

сиом. В данных аксиомах изложены основные принципы, которым должны удовлетво-

рять определяющие соотношения. Краткие формулировки данных принципов приведены

далее [8,12].

Принцип детерминизма. Напряженное состояние в конфигурации частицы𝑋 в момент

времени 𝑡 определяется только предысторией 𝜒𝑡 движения тела вплоть до момента 𝑡.

Принцип локальности. Исключается влияние частиц, находящихся на некотором ко-

нечном расстоянии от рассматриваемой частицы 𝑋.

Принцип материальной независимости от системы отсчета. Определяющие соот-

ношения должны быть инвариантны относительно смены системы отсчета.
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Принцип термодинамической согласованности. Определяющие соотношения должны

удовлетворять второму началу термодинамики для любой истории состояний (процесса).

Последний принцип накладывает существенные ограничения на вид определяющих

соотношений и требует рассмотрения второго начала термодинамики, что будет сделано

в следующих разделах.

4 Вывод диссипативного неравенства

Будем рассматривать термопороупругую среду, в которой в результате деформаций

может возникнуть зона трещиноватости — диффузного разрушения, под которой пони-

мается образование в твердой фазе зон микротрещиноватости. Существенным является

то, что характерный размер трещин существенно меньше, чем размер представительного

объема среды. По этой причине разрушение описывается определенной в пространстве

величиной (в простейшем случае — скалярной), значения которой имеют смысл «степени

поврежденности» среды.

В соответствии с классическими представлениями о механизмах развития трещин [9],

для образования единицы площади её поверхности необходимо затратить определенную

энергию. При этом в связи с тем, что процесс образования трещин является необратимым,

изменение энтропии системы не меньше, чем количество тепла, полученное системой, а

также работа сил, отвечающих за разрушение среды.

Таким образом, второе начало термодинамики без учета внешних источников имеет

вид: ∫︁
Ω

(︂
𝑚𝑠

𝑑𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑓
𝑑𝑓𝑠𝑓
𝑑𝑡

)︂
𝑑Ω > −

∫︁
𝜕Ω𝛼(𝑡)

𝑞𝛼𝑛

𝑇
𝑑𝜔𝛼 +

1

𝑇

∫︁
Ω

𝑌 :
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
𝑑Ω, (10)

где 𝑠𝛼 — удельная энтропия, 𝑌 — скорость диссипации энергии, связанной с разрушением

материала, 𝐷 — тензор повреждаемости.

Применяя формулу Грина и переходя к дифференциальному виду, имеем следующее

выражение:

𝑚𝑠
𝑑𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑓
𝑑𝑓𝑠𝑓
𝑑𝑡

+ div
(︁ 𝑞
𝑇

)︁
− 1

𝑇
𝑌 :

𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
> 0. (11)

Определим свободную энергию Гельмгольца для фазы 𝛼 как (считаем, что температу-

ры фаз равны):

𝜓𝛼 = 𝑒𝛼 − 𝑇𝑠𝛼,

тогда

𝑑𝛼𝜓𝛼 = 𝑑𝛼𝑒𝛼 − 𝑇𝑑𝛼𝑠𝛼 − 𝑠𝛼𝑑𝛼𝑇, 𝑑𝛼𝑠𝛼 =
1

𝑇
(𝑑𝛼𝑒𝛼 − 𝑑𝛼𝜓𝛼 − 𝑠𝛼𝑑𝛼𝑇 ) .
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Соответственно, неравенство (11) будет иметь вид:

− 1

𝑇

(︂
𝑚𝑠

𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑓
𝑑𝑓𝜓𝑓
𝑑𝑡

−𝑚𝑠
𝑑𝑠𝑒𝑠
𝑑𝑡

−𝑚𝑓
𝑑𝑓𝑒𝑓
𝑑𝑡

+𝑚𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+𝑚𝑓𝑠𝑓

𝑑𝑓𝑇

𝑑𝑡

)︂
+

+ div
(︁ 𝑞
𝑇

)︁
− 1

𝑇
𝑌 :

𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
> 0. (12)

Запишем закон сохранения энергии (9) в виде:

𝑚𝑠
𝑑𝑠𝑒𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑓
𝑑𝑓𝑒𝑓
𝑑𝑡

= div (𝜎𝑓𝑣𝑓 + 𝜎𝑠𝑣𝑠)+𝑚𝑠𝑣𝑠

(︂
𝑓 − 𝑑𝑠𝑣𝑠

𝜕𝑡

)︂
+𝑚𝑓𝑣𝑓

(︂
𝑓 − 𝑑𝑓𝑣𝑓

𝜕𝑡

)︂
−div(𝑞). (13)

Воспользуемся выражением для баланса энергии флюида:

𝑑𝜓𝑓 = 𝑑 (𝑒𝑓 − 𝑇𝑠𝑓 ) =

[︂
−𝑝𝑑

(︂
1

𝜌𝑓

)︂
+ 𝑇𝑑𝑠𝑓

]︂
− 𝑑 (𝑇𝑠𝑓 ) = −𝑝𝑑

(︂
1

𝜌𝑓

)︂
− 𝑠𝑓𝑑𝑇. (14)

Подставляя уравнения (13) и (14) в (12), получим:

− 1

𝑇

(︃
𝑚𝑠

𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+𝑚𝑓

𝑝

𝜌2𝑓

𝑑𝑓𝜌𝑓
𝑑𝑡

)︃
+ div

(︁ 𝑞
𝑇

)︁
− 1

𝑇
𝑌 :

𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
+

+
1

𝑇

[︂
div (𝜎𝑓 (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) + 𝜎𝑣𝑠) +𝑚𝑠𝑣𝑠

(︂
𝑓 − 𝜕𝑣𝑠

𝜕𝑡

)︂
+𝑚𝑓𝑣𝑓

(︂
𝑓 − 𝜕𝑣𝑓

𝜕𝑡

)︂
− div 𝑞

]︂
> 0,

откуда

−

(︃
𝑚𝑠

𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+𝑚𝑓

𝑝

𝜌2𝑓

𝑑𝑓𝜌𝑓
𝑑𝑡

)︃
− 𝑞 grad(𝑇 )+

[𝜎𝑓 : grad (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) + 𝜎 : grad (𝑣𝑠)] − 𝑌 :
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
+

+ 𝑣𝑠

[︂
𝑚𝑠

(︂
𝑓 − 𝜕𝑣𝑠

𝜕𝑡

)︂
+ div(𝜎)

]︂
+

[︂
𝑚𝑓𝑣𝑓

(︂
𝑓 − 𝜕𝑣𝑓

𝜕𝑡

)︂
+ (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) div(𝜎𝑓 )

]︂
> 0. (15)

После подстановки выражения для закона сохранения импульса (6) в неравенство (15),

получим:

−

(︃
𝑚𝑠

𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+𝑚𝑓

𝑝

𝜌2𝑓

𝑑𝑓𝜌𝑓
𝑑𝑡

)︃
+ [𝜎𝑓 : grad (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) + 𝜎 : grad (𝑣𝑠)]−

− 𝑌 :
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
+ (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠)

[︂
𝑚𝑓

(︂
𝑓 − 𝜕𝑣𝑓

𝜕𝑡

)︂
+ div𝜎𝑓

]︂
− 𝑞 grad(𝑇 ) > 0. (16)

Левая часть неравенства (16) представима в виде суммы диссипаций скелета 𝛿𝑠, флю-

ида 𝛿𝑓 и тепловой диссипации 𝛿𝑡:

𝛿𝑠 + 𝛿𝑓 + 𝛿𝑡 > 0, (17)
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где

𝛿𝑠 = −

(︃
𝑚𝑠

𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+𝑚𝑓

𝑝

𝜌2𝑓

𝑑𝑓𝜌𝑓
𝑑𝑡

)︃
+

+ [𝜎𝑓 : grad (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) + 𝜎 : grad (𝑣𝑠)] − 𝑌 :
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
,

(18)

𝛿𝑓 = (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠)
[︂
𝑚𝑓

(︂
𝑓 − 𝜕𝑣𝑓

𝜕𝑡

)︂
+ div(𝜎𝑓 )

]︂
, (19)

𝛿𝑡 = − 𝑞
𝑇

grad(𝑇 ). (20)

Эти соотношения далее используются для построения определяющих соотношений в

рамках процедуры Колмана-Нолла.

5 Процедура Колмана-Нолла

В настоящей работе вид определяющих соотношений выводится с использованием про-

цедуры Колмана-Нолла [13]. Основная идея данной процедуры заключается в том, что

второй закон термодинамики должен быть выполнен для всех допустимых термодинами-

ческих процессов [14]. Колман и Нолл постулируют, что при наличии функциональных

связей между параметрами, описывающими термодинамический процесс, вид данных за-

висимостей должен быть таким, чтобы второй закон термодинамики выполнялся при лю-

бой последовательности состояний.

Рассмотрим выражение (19) для диссипации флюида 𝛿𝑓 . Предполагая, что тензор на-

пряжений флюида — шаровой (то есть 𝜎𝑓 = −(𝑚𝑓/𝜌𝑓 )𝐼𝑝), получаем, что

𝛿𝑓 = 𝑤

[︂
− grad(𝑝) + 𝜌𝑓

(︂
𝑓 − 𝜕𝑣𝑓

𝜕𝑡

)︂]︂
.

Условие 𝛿𝑓 > 0 выполняется, если положить:

𝑤 =
𝑘

𝜇

[︂
− grad(𝑝) + 𝜌𝑓

(︂
𝑓 − 𝜕𝑣𝑓

𝜕𝑡

)︂]︂
,

что соответствует феноменологическому закону Дарси. Здесь 𝑘 — симметричный поло-

жительно определенный тензор абсолютной проницаемости, 𝜇 — вязкость флюида. Сле-

довательно, получаем, что:

𝛿𝑓 = 𝑤

(︂
𝑘

𝜇

)︂−1

𝑤 > 0.

Далее рассмотрим тепловую диссипацию 𝛿𝑡. Воспользуемся законом Фурье в виде:

𝑞 = −𝜅 grad(𝑇 ),
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где 𝜅 — симметричный положительно определенный тензор коэффициентов теплопровод-

ности. В этом случае получаем, что:

𝛿𝑡 =
1

𝑇
(∇𝑇 )𝑇 :𝜅 :∇𝑇 > 0.

Отсюда

𝛿𝑓 + 𝛿𝑡 > 0,

и согласно процедуре Колмана-Нолла можно предположить, что для выполнения нера-

венства (17) достаточно, чтобы:

𝛿𝑠 = −

(︃
𝑚𝑠

𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

+𝑚𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+𝑚𝑓

𝑝

𝜌2𝑓

𝑑𝑓𝜌𝑓
𝑑𝑡

)︃
+

+ [𝜎𝑓 : grad (𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) + 𝜎 : grad (𝑣𝑠)] − 𝑌 :
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
> 0. (21)

Введем тензор деформаций 𝜀. Если рассматривать случай малых деформаций, тензор

деформаций выражается через вектор перемещений 𝜉 по формуле:

𝜀 =
1

2

(︀
grad 𝜉 + grad 𝜉𝑇

)︀
.

Введем также пористость 𝜑, определяемую как отношение массы флюида в рассмат-

риваемом объеме к «истинной» плотности флюида: 𝜑 = 𝑚𝑓/𝜌𝑓 .

Тогда, подставляя уравнение неразрывности (3) в выражение (21) и считая, что тензор

напряжений флюида — шаровой, получаем выражение:

𝛿𝑠 = −𝑚𝑠
𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

−𝑚𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+ 𝑝

𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑡
+ 𝜎 :

𝑑𝑠𝜀

𝑑𝑡
− 𝑌 :

𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
> 0. (22)

Будем считать, что свободная энергия Гельмгольца для скелета 𝜓𝑠 = 𝜓𝑠(𝜒) зависит от

следующих параметров:

𝜒𝜓 = {𝜀, 𝜑, 𝑇,𝐷}.

Тогда выражение для 𝑑𝜓𝑠/𝑑𝑡 имеет вид:

𝑑𝑠𝜓𝑠
𝑑𝑡

=
𝜕𝜓𝑠
𝜕𝜀

:
𝑑𝑠𝜀

𝑑𝑡
+
𝜕𝜓𝑠
𝜕𝜑

𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑡
+
𝜕𝜓𝑠
𝜕𝑇

𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
+
𝜕𝜓𝑠
𝜕𝐷

:
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
. (23)

После подстановки (23) в (22) получаем:

𝛿𝑠 =

(︂
𝜎 −𝑚𝑠

𝜕𝜓𝑠
𝜕𝜀

)︂
𝑑𝑠𝜀

𝑑𝑡
+

(︂
𝑝−𝑚𝑠

𝜕𝜓𝑠
𝜕𝜑

)︂
𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑡
−

−
(︂
𝑠𝑠 +

𝜕𝜓𝑠
𝜕𝑇

)︂
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
−
(︂
𝑌 +𝑚𝑠

𝜕𝜓𝑠
𝜕𝐷

)︂
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
> 0. (24)
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Для того чтобы перейти от пористости 𝜑 к давлению 𝑝 введем энергию Гиббса 𝑔𝑠,

зависяющую от параметров:

𝜒𝑔 = {𝜀, 𝑝, 𝑇,𝐷},

такую, что

𝑚𝑠𝑔𝑠 = 𝑚𝑠𝜓𝑠 − 𝑝𝜑.

Тогда выражение (24), записанное через энергию Гиббса, примет вид:

𝛿𝑠 =

(︂
𝜎 −𝑚𝑠

𝜕𝑔𝑠
𝜕𝜀

)︂
𝑑𝑠𝜀

𝑑𝑡
−
(︂
𝜑+𝑚𝑠

𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑝

)︂
𝑑𝑠𝑝

𝑑𝑡
−

−
(︂
𝑠𝑠 +

𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑇

)︂
𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑡
−
(︂
𝑌 +𝑚𝑠

𝜕𝑔𝑠
𝜕𝐷

)︂
𝑑𝑠𝐷

𝑑𝑡
> 0. (25)

Для выполнения принципа термодинамической согласованности и материальной неза-

висимости от системы отсчета достаточно, чтобы выполнялось неравенство (25). Частным

решением данного неравенства являются соотношения:

𝜎 = 𝑚𝑠
𝜕𝑔𝑠
𝜕𝜀

; 𝑚𝑓 = −𝜌𝑓 (𝑝, 𝑇 )𝑚𝑠
𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑝

; 𝑠𝑠 = −𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑇

; 𝑌 = −𝑚𝑠
𝜕𝑔𝑠
𝜕𝐷

, (26)

обеспечивающие выполнение равенства 𝛿𝑠 = 0 и являющиеся определением величин, сто-

ящих в левой части равенств.

Отметим, что теперь определяющие соотношения для всех требуемых переменных за-

даны. Их конкретный вид определяется видом энергии 𝑔𝑠 от переменных 𝜒𝑔.

Введем следующие коэффициенты:

𝐶 = 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝜀

— тензор коэффициентов упругой деформации (4-го ранга),

𝑏 = −𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝑝

— тензор коэффициентов Био,

𝛼𝑇 = −𝐶−1 :

(︂
𝑚𝑠

𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝑇

)︂
— тензор термического расширения,

1

𝑁
= −𝑚𝑠

𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝𝜕𝑝

— модуль Био,

𝛼𝜙 = 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝𝜕𝑇

— объемный коэффициент термического расширения скелета,

𝐶𝑝𝑠 = −𝑚𝑠𝑇
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝑇

— теплоемкость скелета,
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𝛾 = −𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝐷

— тензор коэффициентов разрушения, связанный с

деформацией породы,

𝜔 = −𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝𝜕𝐷

— тензор коэффициентов разрушения, связанный с

изменением порового давления,

𝜃 = −𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝐷

— тензор коэффициентов разрушения, связанный с

неизотермическими эффектами,

𝜂 = −𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝐷𝜕𝐷
— тензор коэффициентов разрушения, связанный с

изменением поврежденности породы.

(27)

Предположим, что коэффициент 𝐶 является линейной функцией от параметра повре-

ждаемости𝐷, а 𝛾 — линейной функцией от тензора деформаций 𝜀, причем из (27) следует,

что должно выполняться условие:

𝜕𝐶

𝜕𝐷
= 𝑚𝑠

𝜕3𝑔𝑠
𝜕𝜀2𝜕𝐷

= −𝜕𝛾
𝜕𝜀
. (28)

Будем считать, что энергия Гиббса может быть представлена в виде многочлена отно-

сительно элементов вектора 𝜒𝑔 следующего вида:

𝑔𝑠 = 𝑔0𝑠 +
𝜕𝑔𝑠
𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝜀+
𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑝+
𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑇 +
𝜕𝑔𝑠
𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝐷+

+
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝜀∆𝑝+
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝜀∆𝑇 +
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝜀∆𝐷 +
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑝∆𝑇+

+
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑝∆𝐷 +
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑇∆𝐷 +
1

2

𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀2

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝜀2 +
1

2

𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝2

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑝2+

+
1

2

𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇 2

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑇 2 +
1

2

𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝐷2

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝐷2 +
1

2

𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀2𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝜀2∆𝐷, (29)

где ∆𝑓 = 𝑓 − 𝑓 0 для всех 𝑓 .

Отметим, что из слагаемых третьего порядка по аргументам ∆𝜒𝑔 в уравнении (29)

оставлено только последнее, содержащее ∆𝜀2∆𝐷. Это связано с допущениями о том, что

(а) 𝐶 линейно зависит от 𝐷 и (б) другие коэффициенты от 𝐷 не зависят (в частности

от повреждаемости не зависят значения коэффициентов Био, модуля Био, теплоемкости

среды и так далее). Допущение (б) можно мотивировать тем фактом, что образование но-

вой поверхности трещин, вообще говоря, не означает, что образуется новый объем внутри

трещины. Очевидно, что в этом случае все параметры модели, слабо зависящие от дефор-

мации, практически не меняются. Величина «трещиноватой» части внутренней энергии,

таким образом, связана исключительно с образованием новой удельной поверхности тре-
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щин.

Согласно правилу равноприсутствия [15] набор независимых параметров, присутству-

ющих в одном определяющем соотношении, должен присутствовать и в остальных. По-

скольку в качестве набора параметров выбран 𝜒𝑔, то считаем, что 𝜎 = 𝜎(𝜒𝑔),𝑚𝑓 = 𝑚𝑓 (𝜒𝑔),

𝑠𝑠 = 𝑠𝑠(𝜒𝑔), 𝑌 = 𝑌 (𝜒𝑔).

Дифференцируя энергию Гиббса (29) в соответствии с выражениями (26), получим

определяющие соотношения:

∆𝜎 = 𝑚𝑠
𝜕𝑔𝑠
𝜕𝜀

= 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝜀+ 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑝+ 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑇 + 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝜀𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝐷+

+ 𝑚𝑠
𝜕3𝑔𝑠
𝜕𝜀2𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝜀∆𝐷,

∆𝑚𝑓 = −𝜌𝑓 (𝑝, 𝑇 )𝑚𝑠
𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑝

= −𝜌𝑓𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝜀−𝑚𝑠

(︃
𝜌𝑓
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

+
𝜕𝜌𝑓
𝜕𝑝

𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑝

)︃
∆𝑝−

−𝑚𝑠

(︃
𝜌𝑓

𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

+
𝜕𝜌𝑓
𝜕𝑇

𝜕𝑔𝑠
𝜕𝑇

)︃
∆𝑇 − 𝜌𝑓𝑚𝑠

𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑝𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝐷,

∆𝑆𝑠 = − 𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝜀− 𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑝− 𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑇 − 𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝑇𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝐷,

∆𝑌 = − 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝐷𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝜀− 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝐷𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑝− 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠
𝜕𝐷𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑇 − 𝑚𝑠
𝜕2𝑔𝑠

𝜕𝐷𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝐷−

− 1

2
𝑚𝑠

𝜕3𝑔𝑠
𝜕𝐷𝜕𝜀2

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

: ∆𝜀2.

(30)

С учетом (27) получаем конечный вид определяющих соотношений для скелета и флю-

ида:

∆𝜎 =

(︂
𝐶(𝐷0) +

𝜕𝐶(𝐷0)

𝜕𝐷
: ∆𝐷

)︂
: ∆𝜀− 𝑏∆𝑝−𝐶 :𝛼𝑇∆𝑇 − 𝛾(𝜀0) : ∆𝐷,

∆𝑚𝑓 = 𝜌𝑓𝑏 : ∆𝜀+ 𝜌𝑓
∆𝑝

𝑀
− 𝛼𝑚𝜌𝑓∆𝑇 + 𝜌𝑓𝜔 : ∆𝐷,

∆𝑆𝑠 = 𝐶 :𝛼𝑇∆𝜀− 𝛼𝜑∆𝑝+
𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

∆𝑇 + 𝜃 : ∆𝐷,

∆𝑌 =

(︂
𝛾(𝜀0) +

1

2

𝜕𝛾(𝜀0)

𝜕𝜀
: ∆𝜀

)︂
: ∆𝜀+ 𝜔∆𝑝+ 𝜃∆𝑇 + 𝜂 : ∆𝐷,

(31)

где приняты следующие обозначения:

1

𝑀
=

1

𝑁
+ 𝜑

1

𝐾𝑓

, 𝛼𝑚 = 𝛼𝜙 + 𝜑𝛼𝑓 , 𝑆𝛼 = 𝑚𝛼𝑠𝛼,

где 𝐾𝑓 — модуль объемного сжатия флюида, 𝐶𝑝𝑓 — теплоемкость флюида, 𝛼𝑓 — коэффи-

циент теплового расширения флюида.

Рассмотрим подробнее часть выражения для напряжения, отвечающую за деформа-
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цию и повреждаемость:

∆𝜎 =

(︂
𝐶(𝐷0) +

𝜕𝐶(𝐷0)

𝜕𝐷
: ∆𝐷

)︂
: ∆𝜀− 𝛾(𝜀0) : ∆𝐷.

В соответствии с предположением о линейной зависимости для 𝐶 и 𝛾 (28) данные

коэффициенты можно представить в виде:

𝐶 = 𝐴𝐷 +𝐵, 𝛾 = −𝐴𝜀+𝑀 .

Тогда

∆𝜎 =
(︀
𝐴𝐷0 +𝐵 + 𝐴(𝐷 −𝐷0)

)︀
:(𝜀− 𝜀0) + (𝐴𝜀0 −𝑀 ) : (𝐷 −𝐷0) =

= (𝐴𝐷 +𝐵) 𝜀− (𝐴𝐷 +𝐵) 𝜀0 + (𝐴𝜀0 −𝑀) : 𝐷 − (𝐴𝜀0 −𝑀 ) : 𝐷0 =

= (𝐴𝐷 +𝐵) 𝜀− 𝐴𝐷𝜀0 −𝐵𝜀0 + 𝐴𝜀0𝐷 −𝑀𝐷 − 𝐴𝜀0𝐷0 +𝑀𝐷0 =

=
[︀
(𝐴𝐷 +𝐵) 𝜀−

(︀
𝐴𝐷0 +𝐵

)︀
𝜀0
]︀
−
[︀
𝑀𝐷 −𝑀𝐷0

]︀
= ∆(𝐶 : 𝜀) − ∆(𝑀 : 𝐷).

Если𝑀 = 0, то ∆𝜎 = ∆(𝐶 : 𝜀).

Далее запишем выражения для внутренней энергии скелета и флюида. Внутренняя

энергия скелета выражается через энергию Гиббса по формуле:

∆𝐸𝑠 = 𝑚𝑠∆𝑒𝑠 = 𝑚𝑠∆𝜓𝑠 +𝑚𝑠∆(𝑇𝑠𝑠) = 𝑚𝑠∆𝑔𝑠 + ∆ (𝑝𝜑) + ∆(𝑇𝑆𝑠).

С учетом соотношений (29) и (31) выражение для внутренней энергии скелета примет

вид:

∆𝐸𝑠 = 𝜎0∆𝜀− 𝜑0∆𝑝− 𝑆0
𝑠∆𝑇 − 𝑌 0∆𝐷 − 𝑏∆𝜀∆𝑝−𝐶 :𝛼𝑇∆𝜀∆𝑇 − 𝛾0∆𝜀∆𝐷+

+𝛼𝜙∆𝑝∆𝑇−𝜔∆𝑝∆𝐷−𝜃∆𝑇∆𝐷+
1

2
𝐶0 : ∆𝜀2−1

2

1

𝑁
∆𝑝2−1

2

𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

∆𝑇 2−1

2
𝜂∆𝐷2−1

2

𝜕𝛾0

𝜕𝜀
: ∆𝜀2∆𝐷+

+ ∆(𝑝𝜑) + ∆(𝑆𝑠𝑇 ).

Преобразуем подчеркнутые слагаемые в последнем выражении:

− 𝜑0∆𝑝+ ∆(𝜑𝑝) = −𝜑0∆𝑝+ 𝜑0∆𝑝+ 𝑝∆𝜑 = 𝑝∆𝜑 = 𝑝

(︂
𝑏 : ∆𝜀+

∆𝑝

𝑁
− 𝛼𝜑∆𝑇 + 𝜔 : ∆𝐷

)︂
,

− 𝑆0
𝑠∆𝑇 + ∆(𝑆𝑠𝑇 ) = 𝑇∆𝑆𝑠 = 𝑇

(︂
𝐶 :𝛼𝑇∆𝜀− 𝛼𝜑∆𝑝+

𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

∆𝑇 + 𝜃 : ∆𝐷

)︂
.

С учетом данных выражений внутренняя энергия скелета окончательно записывается
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в виде:

∆𝐸𝑠 =

[︂
𝜎0 +

1

2
𝐶0 : ∆𝜀+ 𝑝0𝑏+ 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

]︂
∆𝜀+

+

[︂
1

𝑁

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝛼𝜙

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑝+

[︂
−𝛼𝜑

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
+
𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑇+

−
[︂
𝑌 0 +

(︂
𝛾0 +

1

2

𝜕𝛾0

𝜕𝜀
∆𝜀

)︂
∆𝜀− 𝜔𝑝0 − 𝜃𝑇 0 +

1

2
𝜂∆𝐷

]︂
∆𝐷. (32)

Дополним данные определяющие соотношения выражениями для флюида. Предполо-

жим, что удельная свободная энергия Гельмгольца флюида 𝜓𝑓 зависит от двух парамет-

ров: плотности флюида 𝜌𝑓 и температуры 𝑇 :

𝜒𝜓𝑓
= {𝜌𝑓 , 𝑇}.

Тогда полный дифференциал можно записать в виде:

𝑑𝜓𝑓 =
𝜕𝜓𝑓
𝜕𝜌𝑓

𝑑𝜌𝑓 +
𝜕𝜓𝑓
𝜕𝑇

𝑑𝑇.

Введем удельную энергию Гиббса для флюида, зависяющую от давления 𝑝 и темпера-

туры 𝑇 :

𝜒𝑔𝑓 = {𝑝, 𝑇}.

Полный дифференциал для энергии Гиббса можно выразить через свободную энергию

Гельмгольца по формуле:

𝑑𝑔𝑓 = 𝑑𝜓𝑓 + 𝑝
1

𝜌𝑓
=
𝜕𝜓𝑓
𝜕𝜌𝑓

𝑑𝜌𝑓 +
𝜕𝜓𝑓
𝜕𝑇

𝑑𝑇 + 𝑝𝑑
1

𝜌𝑓
+

1

𝜌𝑓
𝑑𝑝.

Поскольку
𝜕𝜓𝑓
𝜕𝜌𝑓

=
𝑝

𝜌2𝑓
,

𝜕𝜓𝑓
𝜕𝑇

= −𝑠𝑓 ,

тогда
𝜕𝑔𝑓
𝜕𝑝

=
1

𝜌𝑓
,

𝜕𝑔𝑓
𝜕𝑇

= −𝑠𝑓 .

Предположим, что флюид является слабосжимаемой жидкостью, тогда удельную энер-

гию Гиббса можно представить в квадратичном виде:

𝑔𝑓 = 𝑔0𝑓+
𝜕𝑔𝑓
𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔𝑓

∆𝑝+
𝜕𝑔𝑓
𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔𝑓

∆𝑇+
𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑝𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔𝑓

∆𝑝∆𝑇+
1

2

𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑝2

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔𝑓

∆𝑝2+
1

2

𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑇 2

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔𝑓

∆𝑇 2. (33)
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Введем следующие коэффициенты:

1

𝐾𝑓

= −𝜌𝑓
𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑝𝜕𝑝

— коэффициент объемного расширения флюида, (34)

𝛼𝑓 = 𝜌𝑓
𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑝𝜕𝑇

— объемный коэффициент термического расширения флюида, (35)

𝐶𝑝𝑓 = −𝑇𝑚𝑓
𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑇𝜕𝑇

— теплоемкость флюида. (36)

Тогда определяющие соотношения для плотности 𝜌𝑓 и удельной энтальпии флюида 𝑠𝑓
примут вид:

∆
1

𝜌𝑓
= ∆

(︂
𝜕𝑔𝑓
𝜕𝑝

)︂
=
𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑝2

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑝+
𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑝𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑇 = − 1

𝜌𝑓

1

𝐾𝑓

∆𝑝+
1

𝜌𝑓
𝛼𝑓∆𝑇, (37)

∆𝑠𝑓 = ∆

(︂
−𝜕𝑔𝑓
𝜕𝑇

)︂
= − 𝜕2𝑔𝑓

𝜕𝑝𝜕𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑝− 𝜕2𝑔𝑓
𝜕𝑇 2

⃒⃒⃒⃒
𝜒0
𝑔

∆𝑇 = − 1

𝜌𝑓
𝛼𝑓∆𝑝+

𝐶𝑝𝑓
𝑚𝑓

∆𝑇

𝑇 0
. (38)

Внутренняя энергия флюида выражается через энергию Гиббса по формуле:

∆𝑒𝑓 = ∆𝑔𝑓 + ∆

(︂
𝑝

1

𝜌𝑓

)︂
+ ∆(𝑇𝑠𝑓 ),

тогда

∆𝑒𝑓 = − 1

𝜌0𝑓
∆𝑝− 𝑠0𝑓∆𝑇 +

1

𝜌𝑓
𝛼𝑓∆𝑝∆𝑇 − 1

2

1

𝜌𝑓

1

𝐾𝑓

∆𝑝2 − 1

2

𝐶𝑝𝑓
𝑇 0

∆𝑇 2 + ∆

(︂
𝑝

1

𝜌𝑓

)︂
+ ∆(𝑇𝑠𝑓 ) =

= 𝑝∆
1

𝜌𝑓
+ 𝑇∆𝑠𝑓 −

1

𝜌𝑓
𝛼𝑓∆𝑝∆𝑇 − 1

2

1

𝜌𝑓

1

𝐾𝑓

∆𝑝2 − 1

2

𝐶𝑝𝑓
𝑚𝑓𝑇 0

∆𝑇 2 =

=
1

𝜌𝑓

[︂
𝑝

𝐾𝑓

∆𝑝− 𝛼𝑓𝑝∆𝑇 − 𝛼𝑓𝑇∆𝑝+
𝐶𝑝𝑓
𝑚𝑓𝑇 0

𝑇

𝑇 0
∆𝑇 + 𝛼𝑓∆𝑝∆𝑇 − 1

2

1

𝐾𝑓

∆𝑝2 − 1

2

𝐶𝑝𝑓
𝑇 0

∆𝑇 2

]︂
=

=
1

𝜌𝑓

{︂[︂
1

𝐾𝑓

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝛼𝑓

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑝−

[︂
𝛼𝑓

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝐶𝑝𝑓
𝜑𝑇 0

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑇

}︂
.

(39)

6 Система уравнений модели

Введем следующие предположения:

∙ зависимостью плотности материала скелета от давления пренебрегается;

∙ влиянием внешних сил пренебрегается;

∙ влияние инерционных сил пренебрежимо мало;

∙ кинетическая энергия флюида пренебрежимо мала по сравнению с величиной внут-

ренней энергии;
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∙ скорость движения скелета пренебрежимо мала по сравнению со скоростью течения

флюида.

С учетом данных допущений система уравнений примет следующий вид:

𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
+ div(𝜌𝑓𝑤) = 0,

div𝜎 + (𝑚𝑠 +𝑚𝑓 )𝑓 = 0,

𝜕 (𝑚𝑠𝑒𝑠 +𝑚𝑓𝑒𝑓 )

𝜕𝑡
+ div (𝜌𝑓𝑒𝑓𝑤) = div (−𝑝𝑤) + (𝑚𝑠𝑣𝑠 +𝑚𝑓𝑣𝑓 )𝑓 − div(𝑞),

𝑤 =
𝑘

𝜇
[− grad(𝑝) + 𝜌𝑓𝑓 ] , 𝑞 = −𝜅 grad(𝑇 ).

(40)

Для замыкания данной системы используются определяющие соотноше-

ния (31), (32), (39) и закон развития повреждаемости со временем в виде зависимости

𝐷 = 𝐷(𝜒).

Если в дополнение к сделанным ввести следующие допущения:

∙ параметр повреждаемости является скалярным параметром;

∙ коэффициенты разрушения 𝜔 = 0,𝜃 = 0,𝜂 = 0,

то таким образом система (40) преобразуется к виду:

𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
+ div(𝜌𝑓𝑤) = 0,

div𝜎 = 0,

𝜕 (𝑚𝑠𝑒𝑠 +𝑚𝑓𝑒𝑓 )

𝜕𝑡
+ div (𝜌𝑓𝑒𝑓𝑤) = div (−𝑝𝑤) − div(𝑞),

𝑤 = −𝑘
𝜇

grad(𝑝), 𝑞 = −𝜅 grad(𝑇 ), 𝐷 = 𝐷(𝑡).

(41)

Для уточнения вида определяющих соотношений требуется получить конкретный вид

зависимости тензора упругих коэффициентов 𝐶 от повреждаемости 𝐷. Отметим, что про-

цедура Колмана-Нолла не позволяет однозначно установить вид данной зависимости, од-

нако характерное поведение 𝐶 может быть получено из общих соображений, отражающих

тот факт, что𝐷 — параметр повреждаемости. Это означает, что с ростом𝐷 должен «убы-

вать» 𝐶 (то есть среда оказывает меньшее сопротивление нагрузке). В простейшем случае

такая зависимость может быть выражена формулой [16]:

𝐶(𝐷) = �̃�(1 −𝐷), (42)

где �̃� — тензор упругих коэффициентов неповрежденного материала. Таким образом,

в соответствии с выражением (28) коэффициент 𝛾 зависит от тензора деформаций как
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𝛾(𝜀) = �̃�𝜀.

Таким образом, определяющие соотношения принимают вид:

∆𝜎 = 𝐶(1 −𝐷) : ∆𝜀− 𝑏∆𝑝−𝐶 :𝛼𝑇∆𝑇 −𝐶 : 𝜀0 : ∆𝐷,

∆𝑚𝑓 = 𝜌𝑓𝑏 : ∆𝜀+ 𝜌𝑓
∆𝑝

𝑀
− 𝛼𝑚𝜌𝑓∆𝑇,

∆𝑆𝑠 = 𝐶 :𝛼𝑇∆𝜀− 𝛼𝜑∆𝑝+
𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

∆𝑇,

∆𝑌 = 𝐶

(︂
𝜀0 +

1

2
∆𝜀

)︂
∆𝜀.

∆
1

𝜌𝑓
=

1

𝐾𝑓

∆𝑝− 𝛼𝑓∆𝑇,

∆𝑆𝑓 = −𝛼𝑓∆𝑝+
𝐶𝑝𝑓
𝑇 0

∆𝑇.

(43)

Стоит отметить, что представленный вид диссипативной энергии 𝑌 совпадает исполь-

зуемым в литературе, см., например, [17].

Выражение для внутренней энергии скелета имеет вид:

∆𝐸𝑠 = ∆𝐸𝑠𝜀 + ∆𝐸𝑠𝑝 + ∆𝐸𝑠𝑇 + ∆𝐸𝑠𝐷,

где

∆𝐸𝑠𝜀 =

[︂
𝜎0 +

1

2
𝐶 : ∆𝜀+ 𝑝0𝑏+ 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

]︂
∆𝜀,

∆𝐸𝑠𝑝 =

[︂
1

𝑁

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝛼𝜙

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑝,

∆𝐸𝑠𝑇 =

[︂
−𝛼𝜙

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
+
𝐶𝑝𝑠
𝑇 0

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑇,

∆𝐸𝑠𝐷 = −
[︂
𝑌 0 +𝐶

(︂
𝜀0 +

1

2
∆𝜀

)︂
∆𝜀

]︂
∆𝐷.

(44)

Выражение для внутренней энергии флюида имеет вид:

∆𝐸𝑓 =

[︂
𝜑

𝐾𝑓

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝜑𝛼𝑓

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑝−

[︂
𝜑𝛼𝑓

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝐶𝑝𝑓

𝑇 0

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑇.

(45)

7 Моделирование разрушения среды

В представленном выше выводе параметр 𝐷 является феноменологическим парамет-

ром. Его физический смысл как параметра разрушаемости связан с определенными меха-

ническими процессами в среде и может быть определен только с помощью дополнительных

предположений. Настоящий раздел посвящен анализу данного вопроса.

В работе [18] понятие разрушения материала понимается как «исчерпание несущей

способности тела, происшедшее или вследствие наступления беспрепятственного пласти-
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ческого течения (неограниченного изменения формы) или вследствие накопления повре-

ждений и развития трещин». Существует несколько подходов к моделированию процессов

разрушения, основными из которых являются механика развития трещин и континуаль-

ная механика разрушения.

Первый класс подходов, предложенный А. Гриффитсом [19], рассматривает каждую

трещину как отдельный объект, имеющий определенные границы, причем трещина явля-

ется поверхностью разрыва параметров сплошной среды. В данном подходе предполагает-

ся, что рост трещины происходит при достижении определенного критического состояния

сплошной среды (критерий разрушения).

Второй подход был предложен Ю.Н. Работновым [1] и Л.М. Качановым [2]. В рамках

данной теории предполагается, что разрушение материала вызвано наличием в материале

множества различных микротрещин и микропор, при этом «эффективные» прочностные

свойства среды будут зависеть от степени разрушения. Описание процесса накопления

повреждений материала производится при помощи некоторого макроскопического пара-

метра. В качестве такого параметра используется параметр повреждаемости 0 6 𝐷 6 1

(Ю.Н. Работнов) или параметр сплошности 𝜓 = 1 −𝐷 (Л.М. Качанов).

В настоящей работе разрушение описывается с точки зрения механики континуаль-

ного разрушения. При этом рассматриваются достаточно медленные, квазистатические

процессы, а пластические деформации отсутствуют. Для описания степени разрушения

среды используется параметр повреждаемости, который может быть как скалярной ве-

личиной, так и тензором второго или четвертого ранга. Значение параметра, равное 0,

соответствует состоянию среды в отсутствие повреждений, а 1 — полному разрушению.

Различные способы интерпретации данного параметра приводятся далее.

Интерпретация параметра повреждаемости. В наиболее простом случае, когда раз-

рушение изотропно (то есть происходит одинаково во всех направлениях), параметр по-

вреждаемости является скалярной величиной и имеет смысл поверхностной плотности

пересечений микротрещин с любой плоскостью внутри тела, имеющей нормаль 𝑛 ([4])

(рисунок 2).

Рис. 2. Интерпретация скалярного параметра повреждаемости ([4]).
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Рассмотрим некоторую плоскость, проходящую через элементарный объем поврежден-

ной среды, и пусть 𝑆 — общая площадь сечения элемента плоскостью, а 𝑆𝐷 — суммарная

площадь поверхности сечения, имеющей повреждения. Тогда параметр повреждаемости

определяется как ([2,20]):

𝐷 =
𝑆𝐷

𝑆
, 𝐷 = 𝐷 · 𝐼. (46)

В случае если имеют место сразу несколько механизмов разрушения [17], то для каж-

дого процесса может быть введен свой скалярный параметр. Например, согласно [21] при

анализе разрушения композитных материалов естественно ввести свой параметр повре-

ждаемости для каждой фазы композита.

Как правило, разрушение материала неизотропно. В этом случае параметр поврежда-

емости имеет тензорный вид. Рассмотрим элементарную площадку 𝑑𝑆, ориентированную

нормалью 𝑛. Тогда параметр повреждаемости можно представить в виде оператора, яв-

ляющегося тензором второго ранга и преобразующего данную поврежденную поверхность

в некоторую неповрежденную (эффективную) с площадью 𝑑𝑆 = 𝑑𝑆 − 𝑑𝑆𝐷 и нормалью �̃�

([3]). В этом случае аналог формулы (46) имеет вид:

(𝐼 −𝐷)𝑛𝑑𝑆 = �̃�𝑑𝑆. (47)

Дальнейшее обобщение этой модели представлено в работах [22–25]. В них предпола-

гается, что параметр повреждаемости является тензором четвертого или более высокого

ранга. В дополнение к предыдущему описанию для выбранной площадки вводится неко-

торый опорный вектор 𝜈 таким образом, чтобы тензор 𝜈 ⊗𝑛𝑑𝑆 описывал исходную гео-

метрическую конфигурацию (рисунок 3). Соответственно, формула (47) принимает вид:

(𝐼 −𝐷) : (𝜈 ⊗𝑛) 𝑑𝑆 = 𝜈 ⊗ �̃�𝑑𝑆. (48)

Рис. 3. Интерпретация тензорного параметра повреждаемости ([17]).

В рамках данного подхода к описанию параметра повреждаемости часто вводится так-

же понятие эффективного напряжения �̃�, то есть напряжения, действующего на неповре-

жденную часть поверхности ([17]). Пусть 𝜎 — напряжение, приложенное к некоторому
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поврежденному элементу поверхности, тогда в общем случае из баланса сил:

�̃��̃�𝑑𝑆 = 𝜎𝑛𝑑𝑆.

Тогда, применяя (48):

�̃� (𝐼 −𝐷) : (𝜈 ⊗𝑛) 𝑑𝑆 = 𝜎 (𝜈 ⊗𝑛) 𝑑𝑆

или

�̃� = 𝜎 (𝐼 −𝐷)−1 .

Существуют и другие подходы к определению параметра повреждаемости. Например,

в [3] для моделирования повреждения при ползучести в металлах используется параметр

повреждаемости, являющийся тензором второго ранга. Рассмотрим некоторый элементар-

ный объем 𝑉 . Пусть площадь поверхности 𝑘-ой (𝑘 = 1, 𝑁) поры в межзерновом простран-

стве равна 𝑑𝑆(𝑘)
𝑔 , а нормальный вектор равен 𝑛(𝑘) (рисунок 4). Тогда параметр поврежда-

емости можно определить как

𝐷 =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑆𝑘

1

𝑆(𝑘)(𝑉 )
𝑛(𝑘) ⊗𝑛(𝑘)𝑑𝑆(𝑘)

𝑔 ,

где 𝑆(𝑘)(𝑉 ) — площадь сечения объема 𝑉 плоскостью, проходящей через элемент поверх-

ности 𝑑𝑆(𝑘)
𝑔 .

Рис. 4. Разрушение материала, вызванное наличием пор в межзерновом пространстве (сле-
ва) и микротрещин (справа) ([26]).

С другой стороны ([27]), параметр повреждаемости можно описать с точки зрения

развития микротрещин в материале (рисунок 4, справа). Тогда:

𝐷 =
1

𝑉

∑︁
𝑘

∫︁
𝑆(𝑘)

𝑢(𝑘) ⊗𝑛(𝑘)𝑑𝑆(𝑘),

где 𝑆(𝑘) — поверхность 𝑘-й микротрещины до начала раскрытия, 𝑛(𝑘) и 𝑢(𝑘) — нормальный
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вектор и скачок перемещений в каждой точке трещины.

Еще один подход к определению параметра повреждаемости, описанный в [28–30], ос-

нован на статистическом анализе распределения микропор в материале. Рассмотрим неко-

торую сферическую поверхность 𝑆2 вокруг рассматриваемой точки. Введем функцию рас-

пределения 𝜉(𝑛) площади микропор на некоторой элементарной площадке 𝑑𝐴, имеющей

нормаль 𝑛. В соответствии с [29] функцию распределения можно разложить в ряд:

𝜉(𝑛) = 𝐷0 +𝐷1 :𝑓 1(𝑛) +𝐷2 :𝑓 2(𝑛) + ...,

где 𝑓 1,2 — неприводимые тензорные базисы второго и четвертого рангов соответственно,

𝐷0,𝐷1,2 — скалярный и тензорные (второго и четвертого ранга соответственно) коэф-

фициенты, имеющие смысл параметров повреждаемости. Символ «:» обозначает двойное

скалярное произведение (свертку).

С учетом некоторых преобразований ([31]) из данного выражения следует:

𝐷0 =
1

4𝜋

∫︁
𝑆2

𝜉(𝑛)𝑑Ω,

𝐷1 =
1

4𝜋

3 × 5

2

∫︁
𝑆2

𝜉(𝑛)𝑓 1(𝑛)𝑑Ω,

𝐷2 =
1

4𝜋

3 × 5 × 7 × 9

2 × 3 × 4

∫︁
𝑆2

𝜉(𝑛)𝑓 2(𝑛)𝑑Ω.

Кинетическое уравнение для параметра повреждаемости. Поскольку параметру

повреждаемости может быть дано статистическое толкование ([18]), то его изменение мо-

жет быть описано некоторым кинетическим уравнением. Кинетическое уравнение может

быть получено в результате лабораторных экспериментов и в общем виде записывается

как
𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝐷, ...),

где 𝐹 зависит от𝐷 и таких переменных, как тензор напряжений, температура, время и так

далее. В случае если текущая реакция повреждающегося материала зависит от предыс-

тории состояний, то такую кинетику разрушения называют конечной. В ином случае —

мгновенной [5]. Рассмотрим примеры зависимостей для каждого из этих случаев.

Конечная кинетика разрушения. Модель конечной кинетики разрушения характе-

ризуется тем, что текущая степень поврежденности материала зависит от предыдущих

состояний среды. В работе [18] рассматривается пример кинетического уравнения такого

вида для случая изотермического разрушения сплошной среды при одноосном растяже-

нии. При этом скорость изменения скалярного параметра повреждаемости зависит только
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от максимальной величины растягивающего напряжения 𝜎max по степенному закону вида:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐴

(︂
𝜎max

1 −𝐷

)︂𝑛
,

где 𝐴 — положительный коэффициент, 𝑛 — неотрицательный показатель степени.

В более общем виде ([1,16,32]) уравнение для параметра поврежденности при растяже-

нии однородного стержня представимо в виде

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝑐𝜎𝑘(1 −𝐷)−𝑠,

где 𝜎 — напряжение, а 𝑐 > 0, 𝑘 > 0, 𝑠 > 0 — в общем виде функции некоторых параметров.

Дальнейшее развитие данных подходов привело к появлению модели Качанова-

Работнова-Хэйхерста ([33]), которая подходит для описания изотропной ползучести ма-

териала в случае одноосного и многоосного напряженных состояний. Кинетическое урав-

нение имеет вид, аналогичный закону Аррениуса:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐴 exp

(︂
− 𝑄

𝑅𝑇

)︂ ⟨︀
𝜎𝐷eq
⟩︀𝑚

(1 −𝐷)𝑙
,
⟨︀
𝜎𝐷eq
⟩︀

=
1

2

(︀
𝜎𝐷eq + |𝜎𝐷eq|

)︀
,

где 𝐴, 𝑙,𝑚— параметры материала, 𝑄— энергия активации для процесса повреждаемости,

𝑅 — константа Больцмана, 𝑇 — температура. Выражение для эквивалентного напряжения

𝜎𝐷eq может быть представлено в следующем виде:

𝜎𝐷eq = 𝑎𝜎1 + 3𝑏𝜎 + 𝑐𝜎eq,

где 𝑎, 𝑏, 𝑐 — некоторые константы, 𝜎1 — максимальное главное напряжение, 𝜎 — среднее

напряжение, 𝜎eq — эквивалентное напряжение по Мизесу.

В работе [34] представлено следующее кинетическое уравнение:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐴𝐷2 +𝐵𝐷 − 𝐶(𝜏 − 𝜏 *),

где 𝐴,𝐵,𝐶 — параметры материала, 𝜏 — максимальное касательное напряжение в рас-

сматриваемой плоскости, а 𝜏 * — пороговое его значение.

В работе [35] для моделирования разрушения горных породах при одноосном и много-

осном сжатии использовался следующий закон эволюции параметра повреждаемости:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝑐𝛿

𝛾𝜉𝐷
1 + 𝛾𝜉𝐷

(︂
1 − 𝐷

𝐷𝑐

)︂
𝑑𝜉𝐷
𝑑𝑡

,

где 𝐷𝑐 — критическое значение повреждаемости, 𝜉𝐷 = (𝑒𝑖𝑗𝑒𝑖𝑗)
1/2 — эквивалентная дефор-

мация, 𝑒𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗−𝜀𝑘𝑘𝛿/3 — девиатор тензора деформаций, 𝑐 — параметр нагрузки. В работе

также приводится таблица с параметрами 𝛿 и 𝛾 для некоторых материалов (таблица 1).
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Таблица 1. Параметры материалов, приведенные в работе [35]

Тест Материал 𝛿 𝛾
Одноосное сжатие Мрамор 665 760
Одноосное сжатие Известняк 1015 500
Одноосное сжатие Гранодиорит 385 140
Одноосное сжатие Бетон I 616 760
Одноосное сжатие Бетон II 616 214
Одноосное сжатие Бетон III 616 214
Трехосное сжатие Кварцит 546 190
Трехосное сжатие Кварцит 448 156

Таблица 2. Параметры материалов, приведенные в работе [36]

Материал 𝐶𝑑, 1/с 𝛽 𝜉0
Гранит 3 0 -0,56
Гранит 2,2 0,15 -0,62
Песчаник 50 0,5 -0,8
Песчаник 50 0,5 -1,0

В работе [36] представлена модель разрушения материала с учетом вязкопластических

эффектов в следующем виде:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐶𝑑𝐼2

(︀
𝐷𝛽𝜉 − 𝜉0

)︀
,

где 𝜉 = 𝐼1/
√
𝐼2, 𝐼1 и 𝐼2 — соответственно первый и второй инварианты тензора деформа-

ций,

𝐼1 = 𝜀𝑥𝑥 + 𝜀𝑦𝑦 + 𝜀𝑧𝑧, 𝐼2 = −𝜀𝑥𝑥𝜀𝑦𝑦 − 𝜀𝑦𝑦𝜀𝑧𝑧 − 𝜀𝑥𝑥𝜀𝑧𝑧 + 𝜀2𝑥𝑦 + 𝜀2𝑦𝑧 + 𝜀2𝑥𝑧,

где 𝜀𝑖𝑗 — компонента тензора деформаций.

Для определения коэффициентов 𝐶𝑑, 𝛽, 𝜉0 авторами были проведены лабораторные

эксперименты на образцах песчаника и гранита. Результаты приведены в таблице 2.

В работе [37] представлено две модели кинетики разрушения материала, полученные в

результате экспериментов с газовой пушкой. Первая модель основана на расчете скорости

распространения упругой волны:

𝐷 = 1 −
(︂
𝑐

𝑐0

)︂2

,

где 𝑐0 и 𝑐 — скорости распространения продольных упругих волн в неповрежденном и

поврежденном материале соответственно.

Вторая модель основана на исследовании развития микротрещиноватости в образце
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горной породы и имеет следующий вид:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= (1 −𝐷)2

(︃
𝐷

1 −𝐷
𝐴0 +𝑁0

)︃(︃
𝜎𝑠

𝜎0
− 1

)︃𝜒

,

где 𝜎𝑠 — растягивающее напряжение, 𝜎0 — величина напряжения при пороговом значении

параметра повреждаемости, 𝐴0, 𝑁0, 𝜒 — параметры материала. В расчетах, приведенных в

статье [37], использовались следующие значения параметров:𝑁0 = 5.2·103 c−1, 𝐴0 = 9.8·105

c−1, 𝜎0 = 30 МПа, 𝜒 = 1.3.

В работе [38] на основе анализа баланса энергии получено следующее уравнение:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
=

𝜎eq(1 −𝐷)

𝐵𝐷𝑛−1(1 −𝐷)3 − 𝜎2
eq

𝑑𝜎eq
𝑑𝑡

,

где 𝜎eq — эквивалентное напряжение по Мизесу, 𝐵, 𝑛 — параметры материала.

В работе [39] предполагается, что скорость накопления повреждений определеяется за-

тратами энергии на создание новых свободных поверхностей. Для однородной изотропной

среды предлагается кинетическое уравнение вида:

𝑑𝐷

𝑑𝑡
=

⟨𝛼𝐼1 + 𝛼𝐽𝐽 − 𝛾 − 𝛽𝐷⟩
𝜏𝛽

, ⟨𝑥⟩ = min(0, 𝑥),

где 𝐼1 — первый инвариант тензора малых деформаций, 𝐽 — интенсивность касательных

деформаций, 𝜏 — время релаксации, 𝛼, 𝛼𝐽 , 𝛾, 𝛽 — параметры модели.

Мгновенная кинетика разрушения. Мгновенная кинетика разрушения предполага-

ет, что значение параметра повреждаемости зависит только от текущего состояния среды.

Одной из наиболее известных моделей для данного случая является модель Мазарса [40],

описывающая повреждение цемента при одноосном нагружении с учетом его нагрева. В

данной модели предполагается, что параметр поврежденности 𝐷 представляет из себя

взвешенную сумму параметров поврежденности при растяжении 𝐷t и сжатии 𝐷c:

𝐷 = 𝛼t𝐷t + 𝛼c𝐷c,

где 𝛼t и 𝛼c — весовые коэффициенты, а

𝐷𝑖 = 1 − 𝜀d0(1 − 𝐴𝑖)

𝜀eq
− 𝐴𝑖 exp [−𝐵𝑖(𝜀eq − 𝜀d0)] , 𝑖 = t, c,
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𝜀d0, 𝐴𝑖, 𝐵𝑖 — параметры материала. Эффективное напряжение 𝜀eq можно выразить через

главные напряжения по формуле:

𝜀eq =

⎯⎸⎸⎷ 3∑︁
𝑖=1

⟨𝜀𝑖⟩2, ⟨𝜀𝑖⟩ =
𝜀𝑖 + |𝜀𝑖|

2
,

где 𝜀𝑖 — главные деформации.

Для весовых коэффициентов 𝛼t и 𝛼c в работе [40] предлагаются выражения вида:

𝛼t =
3∑︁
𝑖=1

𝐻𝑖
𝜀ti(𝜀ti + 𝜀ci)

𝜀2eq
, 𝛼c =

3∑︁
𝑖=1

𝐻𝑖
𝜀ci(𝜀ti + 𝜀ci)

𝜀2eq
,

где 𝐻𝑖 = 1, если 𝜀ti + 𝜀ci > 0, и 𝐻𝑖 = 0 в других случаях.

На основе данной модели в работе [41] предложена зависимость параметра поврежда-

емости от эквивалентных деформаций в следующем виде:

𝐷 = 1 −
𝜅0

𝜅
{1 − 𝛼 + 𝛼 exp [−𝛾(𝜅− 𝜅0)]} ,

где 𝜅 — функция эквивалентной деформации, называемая исторической переменной, 𝜅0
— пороговое значение этой функции, 𝛼, 𝛾 — параметр материала. При этом данные пара-

метры не обязательно имеют постоянные значения и могут зависеть, например, от темпе-

ратуры ([42]).

Данная формула использовалась в работе [43] для моделирования трещинообразования

в цементе. Увеличение параметра поврежденности 𝐷 определяется с помощью параметра

𝜅, называемого пороговым разрушением и равного максимальному значению эффектив-

ной степени деформации 𝜀, достигнутому в процессе нагрузки породы:

𝜅(𝜏) = max
𝜏6𝑡

𝜀(𝜏),

где для расчета 𝜀 предлагается следующее выражение:

𝜀 =
𝑘 − 1

2𝑘(1 − 2𝜈)
𝐼1 +

1

2𝑘

√︃(︂
𝑘 − 1

1 − 2𝜈
𝐼𝜀1

)︂2

+
12𝑘

(1 + 𝜈)2
𝐽𝜀2 ,

где параметр 𝑘 равен отношению сжимающего и растягивающего сопротивления матери-

ала, а 𝐼𝜀1 и 𝐽
𝜀
2 — первый инвариант тензора деформаций и второй инвариант девиаторной

части тензора деформаций:

𝐼𝜀1 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33, 𝐽𝜀2 =
1

2
𝜀𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 −

1

6
(𝐼𝜀1)2 .

Для тестовых расчетов использовались следующие значения параметров: 𝜅0 = 7 ·
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10−5, 𝛼 = 0.92, 𝛽 = 250.

В [44] представлен обобщенный вид зависимости параметра повреждаемости от неко-

торого скалярного параметра �̃�:

𝐷 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, если �̃� < 𝑥𝑐;

𝐷max

�̃�− �̃�𝑐

�̃�off − �̃�𝑐
, если �̃�𝑐 ≤ �̃� ≤ �̃�off;

1 − (1 −𝐷max)
�̃�off

�̃�
если �̃� > �̃�off,

где в качестве параметра 𝑥 может использоваться напряжение 𝜎 или деформация 𝜀.

В случае использования в качестве опорного параметра напряжения функция �̃� может

равняться максимальному главному напряжению �̃� = max (𝜎1, 𝜎2, 𝜎3) или вычисляться на

основе критерия Друкера-Прагера [45]:

�̃� = 𝛼𝐼1 +
√︀
𝐽2,

где 𝛼 — константа, зависящая от материала, 𝐼1 — первый инвариант тензора напряжений,

𝐽2 — второй инвариант тензора девиатора напряжений.

При использовании деформации в качестве параметра 𝑥, авторы предлагают вычис-

лять функцию 𝜀 исходя из энергетического критерия ([46]):

𝜀 =

√︃
1

𝐸
𝜀 :𝐶 : 𝜀,

где 𝐸 — модуль Юнга, 𝐶 — тензор упругих коэффициентов. Кроме того, данную функцию

можно вычислять по формуле, предложенной Мазарсом ([40]):

𝜀 =

⎯⎸⎸⎷ 3∑︁
𝑖=1

⟨𝜀𝑖⟩2, ⟨𝜀𝑖⟩ =
𝜀𝑖 + |𝜀𝑖|

2
,

где 𝜀𝑖 — главные деформации.

Кроме того, в [44] предлагается зависимость проницаемости 𝑘 от параметра повре-

жденности 𝐷 в виде:

𝑘(𝐷) = 𝑘0 + 𝑘𝑖1(𝐷)𝐼 − 𝑘𝑖2(𝐷)𝐼,

где 𝑘0 — проницаемость неповрежденной среды, а 𝑘1 и 𝑘2 — функции вида:

𝑘𝑖1 =
𝑘max − 𝑘𝑖𝑜

1 + exp [−𝜈1 (𝐷𝑖 −𝐷1)]
, 𝑘𝑖2 =

𝑘max − 𝑘𝑓
1 + exp [−𝜈2 (𝐷𝑖 −𝐷2)]

.

В этом случае графики зависимостей повреждаемости и проницаемости приведены на

рисунке 5.
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Рис. 5. Зависимости параметра повреждаемости и проницаемости от напряже-
ния/деформации, предложенные в работе [44].

Для определения параметров 𝑘max, 𝑘0, 𝑘𝑓 , 𝜈1, 𝜈2, 𝐷1, 𝐷2 авторы провели анализ резуль-

татов лабораторных исследований, описанных в [47–50]. В данных исследованиях произ-

водилось измерение деформации и проницаемости горных пород в зависимости от нагруз-

ки (рисунок 6). Полученные значения параметров корреляции для повреждаемости для

различных вариантов критериев приведены в таблице 3. Параметры для проницаемости

равны соответственно 𝑘0 = 10−16м2, 𝑘max = 5 · 10−15м2, 𝑘𝑓 = 4 · 10−15м2.

Рис. 6. Результат аппроксимации лабораторных исследований модельной кривой в [44] для
напряжения и проницаемости.

В работе [51] параметр повреждаемости измеряется методом акустической эмиссии при

одноосном нагружении образца гранита. В результате, авторами была получена следую-

щая зависимость параметра 𝐷 от деформации 𝜀:

𝐷 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, если 𝜀 6 𝜀𝑎;

𝑐1

(︃
exp

𝜀𝑏 − 𝜀𝑎

𝑐2
− 1

)︃
, если 𝜀𝑎 < 𝜀 6 𝜀𝑏;

𝑐1

(︃
exp

𝜀𝑏 − 𝜀𝑎

𝑐2
− 1

)︃
𝜀𝑐 − 𝜀

𝜀𝑐 − 𝜀𝑏
+
𝜀− 𝜀𝑏

𝜀𝑐 − 𝜀𝑏
если 𝜀𝑏 6 𝜀 < 𝜀𝑐,
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Таблица 3. Параметры материалов, приведенные в работе [44]

Параметр Энерг. критерий Формула Мазарса Макс. гл. напр. Кр. Друкера-Прагера
𝑥𝑐 0.0002 0.0002 5 · 106 5 · 106

𝑥off 0.015 0.003 1.5 · 108 3.3 · 107

𝜈1 50 50 50 50
𝜈2 50 50 50 50
𝐷1 0.81 0.81 0.65 0.6
𝐷2 0.9 0.9 0.72 0.72

где 𝑐1, 𝑐2 — параметры образца, 𝜀𝑎 — значение деформации в конце фазы сжатия, 𝜀𝑏 —

остаточная деформация, 𝜀𝑐 — деформация при разрушении.

В [52] процесс накопления повреждений рассматривается как увеличение размеров

микротрещин и микродефектов в материале. Рассмотрим элементарный объем среды,

который в начальный момент содержит случайно распределенные трещины, каждая из

которых ориентирована с нормалью n. В этом случае тензор повреждаемости рассчиты-

вается по следующей формуле:

D =
∑︁
𝑘

(︂
𝑙3 − 𝑙30
𝑏3

n⊗n

)︂
𝑘

=
∑︁
𝑘

(︀(︀
𝑟3 − 𝑟30

)︀
n⊗n

)︀
𝑘
,

где 𝑙0 — средний радиус начальных микротрещин, 𝑏 — характерное расстояние между

трещинами в начальный момент времени.

Такой способ описания повреждаемости предполагает, что закон развития разрушения

будет напрямую зависеть от скорости роста микротрещин. Для связи размеров микротре-

щин с внешней нагрузкой в статье используется следующее уравнение:

𝐹 (𝜎, 𝑟) =
√
𝑟
[︀
𝜎𝑛 + 𝑓(𝑟)n · 𝜎𝑑 · n

]︀
− 𝑐𝑟 = 0,

где 𝑐𝑟 — прочность материала, 𝜎𝑛 = n·𝜎 ·n — нормальное напряжение, приложенное к тре-

щине, а тензор второго ранга 𝜎𝑑 = 𝜎−(𝜎𝑘𝑘/3) I — девиаторная часть тензора напряжений.

Функция 𝑓(𝑟) имеет вид:

𝑓(𝑟) = 𝑡

[︂
1 − (1 − 𝑟)2

𝑟0(𝑟0 − 1)

]︂
,

где 𝑡 — параметр модели.

В работе [53] предлагается следующее кинетическое уравнение:

𝐷(𝑡) = 1 − 𝑟(0)

𝜏(𝑡)
exp

[︂
𝐴

(︂
1 − 𝑟(𝑡)

𝑟(0)

)︂]︂
,

где 𝜏 — некоторая функция от тензора деформаций или тензора напряжений неповре-

жденного материала (эквивалентная деформация), 𝑟 — пороговое значение поврежденно-
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Таблица 4. Параметры материалов, полученные в работе [54]

Напряжение, МПа 𝐴 𝐵 𝐶
100 0.010 0 0
120 0.015 0 0
130 0.018 0 0
140 0.020 0 0
145 0.021 0 0
150 0.028 3.76 ·10−9 0.314

сти, которое в начальный момент времени является параметром материала, а в момент

времени 𝑡 определяется по формуле:

𝑟(𝑡) = max{𝑟(0),max 𝜏(𝑠)}, 0 6 𝑠 6 𝑡.

Для образца бетона по результатам испытаний на одноосное сжатие были получены

следующие значения коэффициентов: 𝐴 = 1500, 𝑟(0) = 0.01.

В работе [54] представлены результаты лабораторных экспериментов по определению

зависимости повреждаемости от деформаций при постоянной трехосной нагрузке для об-

разца песчаника. Лабораторные данные были аппроксимированы кривой, основанной на

реологической модели Бюргерса:

𝐷 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1 −

1

(1 + 𝜀eq)
𝐴
, если 𝜀eq < 𝜀0;

1 − exp
[︁
−𝐵

(︀
𝜀2eq − 𝜀2thr

)︀1/𝐶]︁
+

[︃
1

(1 + 𝜀thr)
𝐴

]︃
, если 𝜀eq > 𝜀0,

где 𝐴,𝐵,𝐶 — параметры материала, 𝜀thr — пороговая величина деформаций (полученное

значение — 8.38 · 10−3), 𝜀eq — эквивалентная деформация, определяемая по формуле:

𝜀eq =
√︁
𝜀21 + 𝜀22 + 𝜀23,

где 𝜀𝑖 — главные значения тензора деформаций.

Эксперимент проводился в диапазоне напряжений 100 − 150 МПа. Значения коэффи-

циентов приведены в таблице 4.

В работе [48] представлены зависимости параметра деформации и проницаемости от

деформации и напряжений, полученные при сжатии и растяжении образца песчаника.
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Кинетический закон для повреждаемости в условиях растяжения имеет вид:

𝐷 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, если 𝜀0 < 𝜀;

1 −
𝑓tr

𝐸𝑜𝜀
, если 𝜀tu 6 𝜀 6 𝜀0,

1, если 𝜀 < 𝜀tu,

где 𝑓tr — остаточное растягивающее напряжение.

Аналогично для сжимающих напряжений 𝑓cr:

𝐷 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, если 𝜀 < 𝜀c0;

1 −
𝑓cr

𝐸𝑜𝜀
, если 𝜀co 6 𝜀.

Для проницаемости в данной работе приведена следующая зависимость:

𝑘 =

⎧⎨⎩ 𝑘0 exp [−𝛽 (𝜎 − 𝛼𝑝)] , если 𝐷 = 0;

𝜉𝑘0 exp [−𝛽 (𝜎 − 𝛼𝑝)] , если 𝐷 > 0.

В результате проведенного эксперимента авторы приводят следующие значения для

параметров: 𝜉 = 20, 𝛽 = 0.05, 𝑓cr = 220 МПа, 𝑓tr = 22 МПа.

Зависимость проницаемости от параметра поврежденности на основе статисти-

ческих подходов. В ряде работ рассматривается проблема определения зависимости

между проницаемостью среды и параметром повреждаемости с использованием статисти-

ческих подходов.

В работе [55] процесс разрушения рассматривается с точки зрения микроскопического

и макроскопического подходов. Макроскопический подход используется для определения

кинетического закона для повреждаемости как функция напряженно-деформированного

состояния:
𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝜆

⟨𝜀⟩√︀
⟨𝜀⟩ :⟨𝜀⟩

, ⟨𝜀𝑖𝑗⟩ =
𝜀𝑖𝑗 + |𝜀𝑖𝑗|

2
,

где 𝜆 — параметр модели.

В соответствии с микроскопическим подходом предполагалось, что микротрещины,

появляющиеся в результате разрушения материала, распределены с некоторой плотностью

𝜌 так, что:

𝐷 = 𝜌𝜔𝐹 ,

где 𝜔 — средний объем трещин в элементарном объеме среды, 𝐹 — тензор второго ранга

ориентации повреждаемости, зависящий от параметров анизотропии среды и направления

нагрузки.
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Для связи проницаемости и повреждаемости использовалась следующая зависимость:

tr(𝐾) = 𝑓(𝜂) = 𝐴𝜂𝐵,

где 𝜂 = tr(𝐷).

В статье [56] представлен ещё один подход к описанию зависимости порового объема и

проницаемости от повреждаемости. В модели рассматривается элементарный объем, со-

держащий естественные поры и трещины, возникающие в результате разрушения матери-

ала. Предполагается, что естественные поры и трещины имеют вид цилиндров с равными

длинами, но различными радиусами, причем радиусы имеют нормальное распределение.

Плотность вероятности распределения радиусов поровых каналов имеет вид:

𝑝𝑝(𝑟) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

𝑠
√
𝜋

exp

(︃
−

(𝑟 −𝑚)2

2𝑠2

)︃
, если 𝑟𝑝min 6 𝑟 6 𝑟𝑝max;

0, иначе,

где 𝑚 и 𝑠 — среднее и среднеквадратичное отклонение распределения радиусов, а 𝑟𝑝min и

𝑟𝑝max — минимальный и максимальный радиусы пор.

Функция распределения радиусов трещин имеет вид:

𝑝𝑐(𝑟) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

𝜆𝑐
exp

(︃
−
𝑟

𝜆𝑐

)︃
, если 𝑟𝑐min 6 𝑟 6 𝑟𝑐max;

0, иначе,

где 𝜆𝑐 — среднеквадратичное отклонение.

Таким образом, объем, который занимают поры или трещины в элементарном объеме,

определяется по формуле:

𝑉𝑝,𝑐 = 𝜋𝑁𝑝,𝑐

𝑟𝑝,𝑐max∫︁
𝑟𝑝,𝑐
min

𝑝𝑝,𝑐(𝑟)𝑟
2𝑑𝑟,

где 𝑁𝑝,𝑐 — количество пор или трещин соответственно.

С другой стороны, изменение объема определяется через тензор деформаций:

∆𝑉𝑐,𝑝 = −𝐼 : 𝜀𝑐,𝑝,

где 𝜀𝑐,𝑝 — тензор упругих деформаций и деформаций, вызванных разрушением.

Соответственно, по известным в каждый момент времени деформациям определяют-

ся объемы 𝑉𝑝 и 𝑉𝑐, после чего восстанавливаются параметры соответствующей функции

распределения. Данные параметры далее используются для расчета проницаемости.

В статье предлагается, что проницаемость зависит от пористости по следующей фор-
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муле:

𝑘 =
𝛾

8𝜇
Φ

[︂∫︁ ∞

0

𝑓(𝑟)𝑑𝑟

]︂−1
∞∫︁
0

𝑓(𝑟)𝑟2𝑑𝑟, 𝑓(𝑟) = (𝑁𝑝𝑝𝑝(𝑟) +𝑁𝑐𝑝𝑐(𝑟))𝜋𝑟
2,

где Φ — суммарная пористость.

Таким образом, данный подход позволяет пересчитывать проницаемость в соответ-

ствии с текущим напряженно-деформируемым состоянием. При этом модель не зависит

от выбранного кинетического закона для параметра повреждаемости.

8 Заключение

В настоящей работе представлена математическая модель для описания фильтрации в

термопороупругой среде с учетом разрушения. Система уравнений состоит из законов со-

хранения массы, импульса и энергии, при этом в законе сохранения энергии учитывается

слагаемое, отвечающее за потери энергии на разрушение породы.Для замыкания данной

системы уравнений используются определяющие соотношения, полученные с использова-

нием процедуры Колмана-Нолла. Определяющие соотношения удовлетворяют основным

принципам, в том числе принципу термодинамической согласованности за счет выполне-

ния второго начала термодинамики.
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