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Abstract
This paper gives a mathematical construction of the Pythagorean scale, just intonation and
equal temperament, using the concepts of equivalence relation and equivalence class, in order
to define musical intervals as well as its unit of measurement, the octave.
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Resumen
En este articulo se da una construccién matematica de las escalas Pitagorica, justa entonacién
y equitemperada, utilizando el concepto de relacién de equivalencia y clase de equivalencia para
definir los intervalos musicales asi como su unidad de medida, la octava.

Palabras y frases claves: Intervalo, octava, escala

1 Introduccion

Existe mucha literatura acerca de la relacion existente entre matematicas y musi-
ca. Desde Pitagoras hasta nuestros dias se ha investigado sobre el papel que
desempena la matematica en el entendimiento de los sonidos musicales y mas
aun, en su utilizacion en la composicion e interpretacién de las obras musicales.
Este articulo no presentara intrincados conceptos matematicos que desemboquen
en una teoria matemédtica de la musica [4], ni tampoco presentard teoria musical
[5] conocida solamente por profesionales de la musica. Mas bien intentara explicar
de forma clara y comprensible, tanto al misico no matematico como al matemati-
co no musico la interrelacién entre estas dos ramas del conocimiento cientifico y
artistico.

Sabemos que los sonidos en general, pueden considerarse como ondas que se
propagan en algin medio, principalmente el aire. Asi tenemos el llamdo “ruido”,
con un espectro de frecuencias continuo y otro tipo de sonido méas estructurado,
con una frecuencia fundamental bien definida y compuesto por un conjunto de
frecuencias multiplos enteros de la fundamental, llamadas armdnicos y espectro
de frecuencias discreto. En este articulo sélo consideraremos este segundo tipo
de sonidos, generados principalmente por los instrumentos musicales y que lla-
maremos notas musicales o simplemente notas. El tono o altura de las notas
musicales se corresponde con la frecuencia y es el grado de agudeza del sonido.
Entre mas alta sea la frecuencia, més agudo es el sonido y es el elemento percep-
tivo fundamental en la construccion de las escalas musicales. Comenzaremos con
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la definicion matematica de intervalo musical, y su unidad de medida, la octava,
para luego construir algunas de las escalas mas conocidas, ladrillos fundamentales
para la creacién de una obra musical.

2 Intervalos musicales

En musica, un intervalo musical se define como la diferencia de entonacién o de
altura entre dos notas musicales. Para matematizar este concepto, consideramos a
R* como el conjunto de todas las frecuencias de las notas musicales y en R* x Rt
definimos la siguiente relacion:

(331,1'2) ~ (y17y2) <~ T1Y2 = T2Y1-

La relacién anterior es una relacién de equivalencia y por lo tanto se tiene la
proyeccién natural al conjunto cociente

p:RY xRT — (R* xRT) / ~

definida por

p(z,y) = (2,y),

donde (z,y) denota la clase de equivalencia de la pareja (x,y). Si definimos la
funciéon

¢:RY x Rt — RT
por

d(x,y) = 2,

x
es facil demostrar que

(w1, 22) ~ (Y1,92) <= o(T1,72) = d(Y1,%2),

por lo que la aplicacién

¢: (R* xRY) / ~ — RY,

¢ (@) =2,

es una biyeccién [6]. El siguiente diagrama conmutativo ilustra esta situacién:

definida por

RxR—% , R
x,)) ——— Y

pl !
s

R'x R/~ -
o) Pop=0¢



Matemaéticas y Musica 31

El conjunto cociente, (R* x R")/ ~ es el conjunto de intervalos musicales
y un intervalo musical se puede ver como la clase de equivalencia de un par de
frecuencias (x,y) o, en forma equivalente, identificando (R* x RT) / ~ con RT,
via la biyeccién ¢, como el cociente de sus frecuencias g.

3 Medida de intervalos: la octava

Cuando dos sonidos tienen uno la frecuencia doble del otro, decimos que estan
separados por una octava, esto es, la octava es la diferencia de altura de dos

sonidos de frecuencias x y 2x. De manera que la octava es el intervalo (1,2),
segin la definicion dada en la seccién anterior, o en términos del cociente de

i ) 2
frecuencias, como la fraccién —.

Este intervalo es especial porque desde siempre se ha considerado que dos
notas separadas por una octava son en realidad la misma nota. Esto se entiende
en el sentido de que si una obra musical estd formada por notas Ni, N, ..., N,
de frecuencias x1, s, ..., T, entonces la obra musical no cambia si se toca con
notas de frecuencias 2x1, 2x9, ..., 2x,,. Por ejemplo, la diferencia de altura entre
dos notas de frecuencias x; = 100 y x2 = 200 Hz es la misma que la diferencia de
altura entre dos notas de frecuencias xo = 200 y x3 = 400 Hz y la misma que la
diferencia de altura entre dos notas de frecuencias 3 = 400 y x4 = 800 Hz, etc.
Si queremos representar estas notas, que estan separadas por una octava, como
puntos en una linea recta, tendrian la apariencia mostrada en la Figura 1.

Ni o0 N N. N
o 100 2 200 U5 400 o
Xp=100  Xp=200 X3 =400 Xg=800 ...

Figura 1: representacion en la recta de notas separadas una octava por medio de sus
frecuencias

Es claro que no es valido medir el intervalo de octava como la diferencia de
las frecuencias, pues 200 — 100 = 100 diferente a 400 — 200 = 200, diferente a
800 — 400 = 400, etc. Si queremos que la separacion de las distintas octavas sea
la misma, como en la Figura 2, debemos utilizar una escala logaritmica, es decir,
en lugar de escribir las frecuencias en cada punto, escribimos los logaritmos de
las frecuencias, esto debido a la conocida propiedad de los logaritmos

Yy
log, y — logy, © = log, o

Octava Octava Octava

N N> N3 N4

Figura 2: igualdad de octavas
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La octava tendria una medida de
logy, 2o — log, x = logy, 2
y la representacion en la recta cambia como se observa en la Figura 3.

log,2 log,2 N; log,2 N,

2x log, 4x log,8x ...

I:'J 1 ‘I:Iz
& log,

Figura 3: medida logaritmica de la octava

Si tomamos b = 2, tenemos que log,2 = 1, lo que significa que la octava
tendria el papel de intervalo unitario en el conjunto de intervalos y podria tomarse
como el patrén de medida

m(octava) = 1
y se representa en la recta como en la Figura 4.

I:Il 1 [;Iz 1 1:{3 1 P:{-i
Ingzx log, 2x ]0&14.‘1‘ h)é? 8x...

Figura 4: la octava como unidad

Para definir la medida de un intervalo musical en general, aplicamos log, a
ambos lados de la igualdad z1ys = z2y1 (que es la ecuacién que define la relacién
de equivalencia dada en el seccién anterior), para obtener

logy y1 — logy 21 = log, y2 — logy x2.

Esta igualdad nos sugiere definir la medida (en octavas) de un intervalo (z,y)
por

— i)
m ((%Z/)) = \long — log, 5’3| = ‘105%2 5‘ .

De esta manera obtenemos una forma natural de definir el cambio de altura entre
dos notas musicales de frecuencias = y y.

Observe que esta definicion de medida de intervalo musical se utiliza para
la representacién de las notas en el pentagrama. En la Figura 5 vemos notas
musicales formando intervalos de octava, con los valores de las frecuencias al
frente de ellas. Observe que la distancia (vertical) es la misma e igual a 1 (una
octava).
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o 1056
@ ofl 528
J o 2064
ﬂ ofl 132

e 66

Figura 5: el pentagrama es una escala logaritmica
Por ejemplo, log, 528 — log, 264 = log, 264 — log, 132 = 1.

4 La octava como intervalo de R

En la secciéon anterior establecimos que una obra musical no cambia si se doblan
todos las frecuencias de sus notas, esto es, si cambiamos xz; por 2x;. Esto es
igualmente cierto si utilizamos notas con frecuencias que son potencias de dos de
las frecuencias originales, esto es, notas de frecuencias 2"z, 2"xo, ..., 2"x,,, para
n € Z.

Podemos dar otra interpretacién matematica de la octava por medio de la
siguiente relacién: diremos que dos notas Ny y No con frecuencias x1 y xo res-
pectivamente, son equivalentes, si xo es el producto de una potencia entera de 2
por x1, esto es

I1N$2<:>172:2n$1 n € 7.

Es muy sencillo probar que dicha relacion es efectivamente una relacién de equi-
valencia. El conjunto formado por todas las clases de equivalencia, que denotamos
R*/ ~ se denomina octava. Si T € RT/ ~ | entonces

T={z|z=2"x,neZ}.

Para ver la naturaleza de este conjunto, observamos que si € R, existe n € Z
tal que a < 2"z < 2a para cualquier a € R*. Para hallar este n, aplicamos log,
a cada lado en la desigualdad

a-2"<gx<aq-27"H

para obtener
x
—n <logy — < —n+1.
a
De manera que si denotamos |z] a la parte entera de un niimero x, entonces la
desigualdad anterior nos dice que

x
—n = {logz EJ .
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Asi la aplicacién
f:RY — [a,2a)

definida por
x

" lloss £

es sobreyectiva. La Figura 6 muestra su grafica para a = 1.

f(x)

W

L Il Il Il I I L Il I I L L Il Il I 1 -
2 4 & 8 10 12 14 16 186 20 22 24 26 2§ 30 32
X

Figura 6: funcién f(z) = 2L109g: 2]

Usando las propiedades del logaritmo y de la funcién parte entera, no es dificil
demostrar que

z~y s f(2) = fy);

de manera que la aplicacion
f:RY/ ~—]a,2a)

definida por
— x

f(5)=f($)=m

es una biyeccion. En el siguiente diagrama conmutativo se muestra la situacion.

R — ., [a2a)

X} I X

» l / o2
f

Ri~ Fop=r
5
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Con la biyeccién f se establece la identificacién conjuntista

Octava = R"/ ~ ~ [a, 2a)

para cualquier a € R*. Asi, cualquiera de estos intervalos l— ) [1,2), [7,14),

[440,880), etc, representa una octava. Es comun tomar a = 1 y considerar la
octava como el intervalo [1,2):

Octava = [1,2).

5 Intervalos musicales en la octava [1,2)

Nuestro proposito final es construir escalas musicales en la octava. Los intervalos
en general los pensaremos como cocientes de frecuencias, esto es, elementos de
R™, o cuando sea conveniente, como clases de equivalencia de pares de frecuencias,
esto es, elementos de (RT x RT) / ~.

Diremos que dos intervalos r1 € RTy ro € R son equivalentes mdédulo octava,
si existe n € Z tal que

ro = 2”7’1 .

Si un intervalo es mayor o igual que 2 o menor que 1, podemos encontrar
intervalos equivalentes dentro de la octava [1,2) por un proceso de reduccién o
ampliacién, multiplicando por una potencia de 2.

5.1 Reduccién de intervalos
Si r > 2, encontramos su equivalente en la octava [1,2) multiplicindolo por
1

9llogy 7]
que

25
. Por ejemplo, el intervalo 5 > 2. Tomando n = {logQ 7J = 3, tenemos

195 95
1 <2
S¥2 716

Otro ejemplo, si 7 = v/550, log, v550 ~ 4,55164. Llogg vV 55OJ = 4, entonces

1
1< ¥V550 ~ 1,4657 < 2

5.2 Ampliacion de intervalos
Si r < 1, encontramos su equivalente en la octava [1,2) multiplicindolo por

3 3
2lloga7] Por ejemplo, el intervalo 13 < 1. Tomando n = {logz 4—3J = 4, tenemos
que
3 48
1< 2t~ =
SEBT e
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Unisono (intervalo trivial) ||
Octava ”
Quinta |

Cuarta ||

Tercera mayor |

Tercera menor ||

Sexta mayor ||

Sexta menor ||

Segunda mayor |

©|E ool (] O o | O [t OF b [ O [eo | N & 1= NS =1+

Segunda menor |

15

Cuarta aumentada ||

o
\]

I

Quinta disminuida

45
Séptima menor || %
Séptima mayor || %
Séptima menor grave | &
Séptima menor armonica || E

Cuadro 1: intervalos justos

Los intervalos mas utilizados en miisica, que llamaremos intervalos justos, defini-
dos como cocientes de frecuencias en la octava [1,2), se muestran en el cuadro 1.
Estos intervalos estan formados de acuerdo a la serie de los arménicos de un soni-
do de frecuencia fundamental z. Asi por ejemplo, la quinta es el tercer armonico,
la tercera mayor es el quinto arménico, la segunda mayor es el noveno armonico,

etc. El intervalo 1 < 1 es un intervalo de quinta, porque su equivalente en la

3 6
octava [1,2) es 2 - 1-1°73 El orden en que estan escritos en el cuadro 1, se

corresponde con el orden de consonancia, tema que sera explicado en la seccién
7 y subsiguientes.

6 Operaciones entre intervalos

En esta seccidon veremos como sumar restar e invertir intervalos.

6.1 Suma de intervalos

Dados dos intervalos (z,y) y (z,w), en RT x RT/ ~, definimos su suma por

(z,9) & (z,w) = (zz, yw).

Debido a la identificacién

(z,y) «—

SHES
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se obtiene la correspondencia

Yy ow
— = —
el L. 2,

esto es, la suma de dos intervalos se efectia multiplicando las fracciones que los
definen. Dado que el producto de niimeros reales es conmutativo y asociativo, esta
suma definida sobre las clases de equivalencia también goza de estas propiedades:

o (2,9) ® (2,0) = (2,w) © (2,9)

o (wyeGw)ewy) =@y e (=) ew)

Puesto que el producto puede ser mayor que 2 o menor que 1, serd necesario
ampliarlo o reducirlo convenientemente para que quede dentro de la octava [1, 2).
Por ejemplo:

tercera menor @ sexta mayo 0 5 30
e tercera menor xta mavor = [ = | - [ = =) =
Y 5) \3 15

2
1
e quinta ¢ segunda mayor ¢ sexta menor = (—) ( ) (

= octava;

-2

27 27
Al reducir el intervalo 10 se obtiene 20

6.2 Inversion de intervalos

En el ejemplo de la secciéon anterior vimos que
tercera menor @ sexta mayor = octava.

Como la octava es la unidad, tenemos que la tercera menor es la inversa de la
sexta mayor y reciprocamente, esto es

-1

(tercera menor)™ " = sexta mayor,

(sexta mayor) = tercera menor.

/7 . 7/ . 6 5
Pero en términos de ntimeros reales, la inversa de £ (tercera menor) es —; como

este intervalo es menor que 1, lo multiplicamos por 2 para que quede dentro de

5) 10 5
la octava [1,2) y obtenemos 2 - = = % =3 (sexta mayor). De manera que los

intervalos musicales pueden invertirse, y la inversa se corresponde con la inversa
multiplicativa de los niimeros reales asi:
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6.3 Diferencia de intervalos

La diferencia de intervalos se efectiia por medio de la férmula
|
rLory =riry -,

o en términos de clases de equivalencia

(x?y) © (Zaw) = (x,y) ©® (wvz)a

lo que significa que para restar intervalos debemos efectuar el cociente de las
fracciones que los definen. Por ejemplo, ;qué intervalo es la diferencia quinta ©

cuarta? Como
AN\t 3
(cuarta) 1= (g) =7

. 3 3 9
quinta © cuarta = 5) \1 = §: segunda mayor

tenemos que

3
Por otro lado, como 1 < 1, al aumentarlo, tenemos que

3 6 3
(cuarta)~! = 2- 1-1-3= quinta

Asi,

> 2

quinta & cuarta=quinta ¢ quinta=

M| Co
N W
o

reduciendo el intervalo,

9 9
quinta @ quinta = 271 . 1°-3° segunda mayor.

7 Intervalos consonantes y disonantes

Intuitivamente, un intervalo es consonante o disonante si se siente agrado o des-
agrado al escucharlo. Esto es, por supuesto, muy subjetivo, puesto que “en gus-
tos no hay disgustos”. Sin embargo, desde tiempos antiguos se ha establecido
que un intervalo es consonante si la fraccién que lo define esta conformada por
dos numeros enteros pequenos y cercanos. El médico y fisico aleman Hermann
von Helmholtz (1821-1894) sostuvo que la disonancia ocurria cuando se producia
un batido al sonar dos tonos de frecuencias cercanas. Sin detenernos a discutir
estos puntos, aceptaremos la tabla mostrada en el cuadro 1 como el orden de
consonancia de los intervalos mas comunes.

Podriamos decir que el tnico intervalo con consonancia perfecta es la octava;
todos los demas tienen cierto grado de disonancia que va en aumento a medida que
aumentan los nimeros que los definen o la separacion entre ellos y los usaremos
para construir nuestras escalas musicales.
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8 Escalas musicales en la octava [1,2)

En general, una escala en la octava [1, 2) es una particién del intervalo semiabierto
de nimeros reales [1,2), esto es, un conjunto de nimeros

p={l=z1<z2<..<zH <2}

en donde cada z; representa un intervalo musical, al que por supuesto le corres-
ponde una nota musical bien definida. Es evidente que para que una escala sirva
para hacer musica, debe tener ciertas restricciones en su formacion:

e Para hacer musica con los instrumentos tradicionales, una escala no deberia
tener muchas notas.

e Los intervalos elegidos deberian ser lo mas consonantes posibles.

La primera condiciéon es mas o menos obvia puesto que solo tenemos diez dedos
en nuestras manos para tocar los instrumentos musicales; también cuentan las
restricciones en cuanto al tamano, forma y peso de dichos instrumentos.

La segunda restriccion viene del hecho de que la musica deberia ser agradable
al oido y por consiguiente seria bueno evitar las disonancias. Esto es bastante
discutible puesto que lo que es disonante para unas personas no lo es tanto para
otras y aunque hasta el siglo XVIII las disonancias se evitaban a todo costa,
en el periodo roméantico del siglo XIX y en el modernismo y folklorismo actual,
se utilizan de forma recurrente. No entraremos a discutir estos asuntos en este
articulo, pues simplemente queremos ir sélo a lo basico.

Aunque se tiene evidencia de que cinco mil anos antes de Cristo algunas cul-
turas usaban 5 notas musicales (escala pentaténica), lo mas comun fue el uso de
7 notas, que se aumentaron a 17 (notas con sostenidos y bemoles), para termi-
nar en la época actual con 12 (por las enarmonias, y la escala equitemperada).
Los nombres Do (Ut)-Re-Mi-Fa-Sol-La-Si se los asigné el monje benedictino Gui-
do D’ Arezzo (990-1058) de las primeras letras del himno a San Juan Bautista:

UT queant laxis Para que tus siervos
REsonare fibris puedan exaltar
MIra gestorum las maravillas de tus
FAmuli tuorum, milagros, borra toda
SOLve polluti mancha de culpa
LADbii reatum, de sus labios impuros,

Sancte Ioannes. Oh San Juan.
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| Potencias de 3 113).6)°. 63006
] Calculando las potencias || 1, %, %, %, Ef—fl;, % ‘
] Reduciendo los intervalos a la octava [1,2) || 1, %, %, ?—g, %, % ‘
] Ordenando de menor a mayor || 1, %, %, é? f—T, % ‘

Cuadro 2: encadenamiento de quintas para la construccion de la escala pitagérica

Observacion. En algunos paises europeos las notas musicales se denotan con
las letras del alfabeto asi: C=Do, D=Re, E=Mi, F=Fa, G=Sol, A=La, B=SIi.

Describiremos brevemente las escalas méas utilizadas desde Pitdgoras hasta
nuestros dias.

8.1 Escala pitagdrica

Pitdgoras (siglo VI a.c) consideraba que para que la escala fuera lo méds consonante
posible, se deberia formar concatenando (sumando) intervalos de quinta, que
es el intervalo més consonante después de la octava. Si hacemos esto 6 veces

. . . e _ 3y
(potencias de 0 a 5), reducimos los intervalos multiplicando por 2 [log2(5)" | v
ordenando de menor a mayor, obtenemos los intervalos mostrados en el cuadro 2.
El intervalo de cuarta, —, no se puede obtener por un encadenamiento ascendente

. .’ 3 n - L4 I
de quintas (la ecuacién (5 =3 no tiene solucién en los enteros), pero si se

-1
2
obtiene descendiendo una quinta, esto es, (§> =3 y aumentando el intervalo,

2
2. — = —. Obtenemos el siguiente encadenamiento de quintas:

00

Fn la Figura 7 se muestra la posicién de las notas en el pentagrama de esta
sucesion de quintas

Mi=81/64 S_i(=)2.43“28
- - - 2
Ay 4 T
K Revo/g La=27/16
-4 L2 - - - ——T
| <Y

Figura 7: posicién en el pentagrama de la escala pitagdrica
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. 9 81 4 3 27 243 5
9 8 9 64 256 3 9 2 9 16 9 128 256
8 8 243 8 8 8 243
Cuadro 3: tonos y semitonos en la escala pitagdrica
Do Re Mi Fa Sol La Si Do
1:1 9:8 81:64 4:3 3:2 2716 | 243:128 2:1
260.74 | 293.33 | 330 347.65 | 391.11 | 440 495 52148

41

Cuadro 4: frecuencias de las notas en la escala pitagdrica

Efectuando los calculos y ordenando de menor a mayor, obtenemos los inter-

valos de la escala Pitagorica, llamada escala diaténica. Es interesante observar

. . i 9 256
que la diferencia entre dos notas sucesivas de esta escala es o 3 o) 243" como se

observa en el cuadro 3, en el que también se ha colocado la nota Do (intervalo %)

de la siguiente octava (quedan asi 8 notas y de ahi el nombre de octava).
| =

El intervalo de segunda mayor, —, se llama fono y el intervalo se llama

semitono. La escala diaténica tiene entonces la disposicion mostrada en la Figura
8

Semitono Semitono

Tono Tono l Tono Tono Tono l

Do Re Mi Fa Sol La Si Da

Figura &8: tonos y semitonos en la escala diatonica

Para encontrar la frecuencia de cada nota, se parte de una frecuencia bésica
que tradicionalmente es 440 Hz asignada a la nota La y se multiplica o divide por
los respectivos intervalos. Por ejemplo, para encontrar la frecuencia de la nota Si,
vemos que estd un tono arriba de la nota La, por lo tanto multiplicamos 440 por

3 lo que da 495Hz; para obtener la frecuencia de la nota Re, vemos que esta tres

9\* 256
tonos v medio por debajo de La, asi que dividimos 440 por (g) 513 lo que da

293.33. En el cuadro 4 se ven las notas con sus respectivas frecuencias.
Esta escala tiene la caracteristica de que la suma de dos semitonos no da un
tono:
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semitono @ semitono —256 256 65536 =~ 1,109
243 243 ~ 59049

9
mientras que un tono =5 = 1,125 > 1,109. La diferencia es

9

g 531,441 3!
tono © (semitono ¢ semitono) = 556 8 55 = 524’288 = om0 ~ 1,013
243 243

llamada comma pitagorica. Esta diferencia es la causante de las dificultades que
se encuentran cuando se quiere cambiar de tonalidad en una obra musical[5].

La escala diatdnica se extiende a 17 notas subiendo un semitono en los 5 tonos,
obteniendo los sostenidos, y bajando un semitono en los 5 tonos, obteniendo los
bemoles. Esto se puede hacer con la sucesién de quintas

SQ={(3)"neZ, -6 <n <10}

Si reducimos y aumentamos dichos intervalos para que queden en la octava [1, 2),
obtenemos la escala

Esto se muestra tradicionalmente en forma de circulo, denominado circulo de
quintas como se observa en la Figura 9.

lsn <10 -6<sn<3s
e, Do 32 43— po 32
59049:32768 Sol Fa Sol
/ § Re\I8 16:9/¢, . AR
19683:16384 [Re,
& La 2716 32:27 i Mi b La 2716
6561:4096 \ S0l ' /
Mi 8164 12881 81:64
= / Re[, Si
2187: 2048\8—#/ 243:128 256:243 ~ S0k 431128
729:512 1024:729

Figura 9: circulo de quintas de la escala pitagérica

Observacidén. La octava (aumentada) Do-Do puede pensarse como el inter-
valo cerrado [1,2] en donde el punto 1 es el mismo punto 2, por la relacién de
equivalencia definida en la seccién 4. Este conjunto, desde el punto de vista de la
topologia, es efectivamente el circulo ST como se muestra en el diagrama siguiente,
en donde la funcién f es un homeomorfismo.
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p .
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WA Foper
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Esta es la razén por la cual se colocan las notas de las escalas en un circulo (la
octava).

8.2 Escala justa
81
Aunque la escala pitagorica tiene quintas y cuartas justas, la tercera, 61 = 1,2627

5
es demasiado grande comparada con la justa 1= 1,25. Esto molestaba mucho a

los musicos renacentistas quienes consideraban el intervalo de tercera justa como
la base de la armonia musical y por lo tanto esta tercera pitagérica sonaba muy
disonante.

El religioso franciscano Gioseffo Zarlino (1517-1590), musico y tedrico ita-
liano, abogd por una escala con terceras justas, construida restando una comma
sintonica, diferencia entre la tercera pitagérica y la tercera justa,

81

o 48t

C ténica = 0 = ==

omima Sintonica § 30
1

a algunas quintas de la sucesion de quintas SQ. Esto equivale a reemplazar en
dicha sucesién algunas quintas por la quinta sintonica, quinta obtenida restando
la comma sinténica a la quinta justa

40

uinta sinténica = = —
Q 27

%|E|w|w

para obtener la sucesién de intervalos {b,} donde [2],[3]

3\ 40\
on = (5) (2—7)
n+1 n n+4
Ay =
7 7
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Do| Re Mi | Fa | Sol | La | Si Do
11198 54 43| 3:2 | 53 /15:8| 2:1
264 | 297 330 352 | 396 495 | 528

Cuadro 5: frecuencias de las notas de la escala justa

Sireducimos y aumentamos dichos intervalos a la octava [1, 2) obtenemos la escala
justa dada por el conjunto

ET = {QUUgQ bulp, IneZ, —6<n< 10}

En los circulos de la Figura 10 vemos sus valores.

-l =10 6<n<5
43 1:1 141
S Do 32 43— po 32
125:72,1 4 Sol / Fa So\
3 9:8 95 /. 98
Re ~ 7S Re
75:64/Rey f
La ;53 6:5 ' Mip La ; 9:3
1a\Sol
25:16\ Mi 54 8§La|, Mi %,
2524 _Fa Si/ | el Sol S
: \—1"’75'8 o705 ~—~0 2 ~5
25:18 ' 36:25

Figura 10: circulo de quintas de la escala justa

En el cuadro 5 se muestran las 8 notas (con el Do de la siguinte octava) con sus
frecuencias partiendo del La de 440Hz. Observe que en esta escala las frecuencias
son nimeros enteros, comparados con los decimales de la escala pitagorica.

8.3 Escala equitemperada

Sien la escala pitagorica £P tomamos n tal que 0 < n < 12, obtenemos el circulo
que se muestra en la Figura 11
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177147:131072 11 1531441 524288

s’;\
59049:32768 / M# #
Lay 9:8
19683:16384/ Rey \’
& Lg 27:16

6561:4096

a
SOI; /
\ Mi/81:64

2187: 2048\1:39; /

729512 2431128
Figura 11: comma pitagorica en el circulo de quintas

Como se observa, Si#=£Do y difieren por una comma pitagdrica. Esto significa
que el circulo no se cierra ni ascendiendo (ni tampoco descendiendo) por quintas,
razén por la cual algunas personas llaman a esto espiral de quintas en lugar de
circulo de quintas. Tenemos entonces que concatenando quintas nunca podremos
conseguir una octava. Esta afirmacién es clara porque al intentar resolver la

T
ecuacion (5) = 2™ obtenemos

. m ” - .
lo que ciertamente es un absurdo pues — es un nimero racional mientras que
n

S
log, 5 e irracional.

Se puede cerrar la espiral de quintas de muchas maneras, lo que los miusicos
llaman temperar la escala. La forma maés simple de hacerlo seria acortar la tltima
quinta en una comma pitagérica para que SiF=Do. Tendriamos entonces 11
quintas perfectas y una muy mala. Los antiguos llamaban a esta quinta la quinta
del lobo pues al pasar por alli se escucha un batido. Esta quinta esta dada por el
intervalo

18

3
9 2
Quinta del lobo = 3% =3 ~ 1,479810 <« 1,5

219

Tal vez la forma mas comiin y maés 1til de temperar la escala, es dividiendo la
comma pitagorica en 12 partes iguales y restéarsela a cada quinta. De esta manera
se cierra el circulo pero por supuesto, se pierden todas las consonancias puesto
que todas las quintas quedan ligeramente desafinadas (un poco desviadas de la
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quinta perfecta). Tal escala se denomina equitemperada. Para dividir la comma

pitagodrica en 12 partes iguales, resolvemos la ecuacion

lo que resulta en
212

3
i

. . . z
De manera que en la escala equitemperada, el intervalo de quinta es 2712
1,498307... ligeramente desviado de la quinta perfecta — = 1,5. Para encontrar
todos los intervalos de esta escala tomamos las potencias de su quinta

in
12

Para reducir los intervalos a la octava [1,2), realizamos el mismo procedimiento

n
QTm{(m?)|neZ,1gng12}
de la seccién 4 y encontramos que cada intervalo debe multiplicarse por 92-|

Tenemos asi las 12 notas dadas por el conjunto
—|m] oI
8T3{212-mﬂneﬂ1§ng1%,

como se muestra en el circulo de la Figura 12.

Figura 12: circulo de quintas de la escala equitemperada
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Do Re Mi Fa | Sol | La Si Do
1:1 2 4 ) 7 9 1 2:1
212 -] 212 - 212 -1 212.1| 212 212 -]
261.63 | 293.66 | 329.63 | 349.23 | 39199 | 440 | 493.88 |523.25

47

Cuadro 6: frecuencias de las notas de la escala equitemperada

Tenemos entonces 12 notas con intervalos del mismo tamafo de valor 273
(semitono). Son s6lo 12 notas pues la nota 13, Si# es el mismo Do de la siguiente

12 . . 7/ . . .
octava (212 = 2), esto es, la espiral se cierra y asi, sostenidos y bemoles coinciden.
Las frecuencias de las notas son, por supuesto, nimeros irracionales como se
observa en el cuadro 6.

9 Conclusion

Hemos construido matematicamente las 3 escalas mas comunes en la teoria musi-
cal. Variando ligeramente estos procedimientos de construccién, podemos obtener
un gran numero de escalas y temperamentos [1], incluso con un nimero infinito de
sonidos con sélo extender los conjuntos que definen dichas escalas a todo n € Z.
Cualquier temperamento, esto es, cualquier mecanismo que se utilice para cerrar
el circulo, producira siempre intervalos irracionales, algo que es bastante 16gico
dado el caracter irracional del nimero 7. Actualmente la escala mas utilizada es
la equitemperada, por la facilidad al modular a otras tonalidades, aunque en los
instrumentos de cuerda sin trastes (violines, violas y violoncelos), es posible tocar
y modular con cualquier otra escala pues la longitud de las cuerdas esta deter-
minada por los dedos del intérprete del instrumento y no por la construccién del
instrumento mismo, como sucede con los pianos, flautas, trompas etc.

Es de esperar que el lector se haya convencido de que las escalas musicales
no son otra cosa que numeros y relaciones entre nimeros, por lo que la musica
en general también lo es y por lo tanto se hace clara la frase “la musica es
matematica”, frase muchas veces pronunciada, pero pocas veces explicada.
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